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P A R A T H Ë N I E 

 

 

Studimi i gjysmëgrupeve abundantë ka filluar relativisht vonë. Kuptimi i tyre është futur 

në teorinë algjebrike të gjysm±grupeve nga gjysma e dytʸ e viteve ô70 t± shekullit t± 

kaluar. Që nga ajo kohë dhe deri më sot, nuk kemi akoma ndonjë monografi të shkruar 

mbi to përveç një numri të kufizuar artikujsh ku spikasin emrat e algjebristëve John 

Fountain dhe A. El Qallali. 

 

Klasa e gjysmëgrupeve abundantë është një përgjithsim ose zgjerim i klasës së 

gjysmëgrupeve të rregullt. 

 

Në vitin 1951 James Alexander Green futi në gjysmëgrupe disa relacione shumë të 

rëndësishme G , A, =, 9  dhe ?, të cilët u quajtën relacionet e Green-it. Këta relacione 

luajtën një rol të rëndësishëm në zhvillimin e mëtejshëm të teorisë algjebrike të 

gjysmëgrupeve në përgjithsi dhe të gjysmëgrupeve të rregullt në veçanti. Kjo duket qartë 

edhe në monografitë kryesore të shkruara nga Hawie dhe Cliford-Preston, të cilat 

përshkohen nga fillimi e deri në fund nga përdorimi i këtyre relacioneve.  

 

N± vitin 1975, F. Pastijn, nʸ artikullin e tij ñA representation of a semigroup by a 

semigroup of matrices over a group with zeroò, Semigroup Forum, 10 (1975), 238-249, 

futi pʸr herʸ tʸ parʸ n± gjysm±grupe relacionet e p±rgjithsuara t± Green-it. Mʸ pas John 

Fountain i shʸnoi kʸto relacione me simbolet  G (, A(, = (, 9( dhe  ? (, ose siç quhen 

ndryshe dhe * - relacione (yll-relacione) tʸ Green-it. Kuptimi i tyre, siç do ta shohim në 

vijim gjatë shjellimit të tezës së doktoraturës, jepet nëpërmjet relacioneve të njohura të 

Green-it. Nëpërmjet këtyre relacioneve u përkufizua gjysmëgrupi abundant si gjysmëgrup 

në të cilin çdo  G (- klasë dhe çdo  A ( - klasë përmbajnë të paktën një idempotent. 

Pikërisht nga ky përkufizim rrjedh dhe fakti se gjysmëgrupet e rregullta janë një nënklasë 

e gjysmëgrupeve abundantë, sepse Howie n± monografin± e tij ñTeoria algjebrike e 

gjysm±grupeveò, me anë të një pohimi që vërtetohet lehtë, i karakterizon gjysmëgrupet e 

rregullta si gjysmëgrupe në të cilat çdo G - klasë dhe çdo  A - klasë përmbajnë të paktën 

një idempotent, për më tepër në literatura të ndryshme pohimi i fundit merret edhe si 

përkufizim i gjysmëgrupeve të rregullt. 

 

Më pas u përcaktuan disa nënklasa të rëndësishme të gjysmëgrupeve abundant si ajo e 

gjysmëgrupeve kuazi-adekuatë dhe adekuatë, të cilat nga ana e tyre janë përgjithsime 

përkatsisht të klasave të gjysmëgrupeve të njohur ortodoksë dhe inversivë. Përveç tyre u 

përkufizuan edhe shumë nënklasa të tyre si ajo e gjysmëgrupeve adekuat të tipit A, 

superabundantë, etj. 
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Shumë autorë janë marrë me futjen e nocioneve të reja në këto gjysmëgrupe, si dhe me 

ndërtimin e disa tipeve të veçantë të këtyre gjysmëgrupeve. 

 

Ne n± k±t± tem± doktorature e cila titullohet ñDisa karakterizime p±r gjysm±grupet 

abundantë dhe ndʸrtimi i disa n±nklasave t± tyreò, jemi munduar t± japim nj± kontribut 

modest në zhvillimin e mëtejshëm të kësaj teorie relativisht të re, duke vërtetuar disa 

teorema të reja si dhe duke ndërtuar  katʸr lloje të veçantë gjysmëgrupesh, të cilat janë 

nënklasa të klasës së gjysmëgrupeve abundantë. 

 

Studimi i gjysmëgrupeve abundantë ka një rëndësi të veçantë edhe për faktin se shumë 

veti tʸ tyre lidhen ngushtʸ pikʸrisht me prezencʸn e idempotentʸve nʸ to duke bʸrʸ tʸ 

mundur qʸ ato tʸ karakterizohen shpesh nʸpʸrmjet bashkʸsisʸ sʸ tyre tʸ idempotentʸve 

ashtu siç ndodh edhe me gjysmëgrupet e rregullta, të cilët janë një klasë mjaft e studiuar.  

Nʸ kʸtʸ mʸnyrʸ, në kushte të caktuara, shumʸ pohime tʸ njohura pʸr gjysmʸgrupet e 

rregullta mund të implementohen në një klasë më të gjerë gjysmëgrupesh, siç është ajo e 

gjysmëgrupeve abundantë. 

 

Në të ardhmen një rëndësi të veçantë në studimet e mia në këtë fushë do të ketë edhe 

studimi i  * - relacioneve në unaza në lidhje me shumëzimin e tyre, ndoshta duke futur në 

këtë mënyrë edhe kuptimin e unazave abundante, meqense është një fushë e palëvruar 

akoma. Objekt tjetër studimi do të jetë edhe zbulimi i ndonjë lidhjeje që mund të ekzistojë 

midis gjysmëgrupeve abundantë sipas * - relacioneve dhe gjysmëgrupeve abundantë 

sipas idealeve të dhënë në mënyrë të pavarur nga algjebristi gjerman Sabine Koppelberg 

nʸ [15]. Përkufizimi i fundit, i cili nuk është ekuivalent me të parin (këtë e kemi treguar 

në këtë punim me anë të një kundërshembulli), lidhet me prezencën e të paktën një 

idempotenti në çdo ideal minimal të majt.y  
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H Y R J E 

 

 

Kjo temʸ doktorature i kushtohet studimit tʸ gjysmʸgrupeve abundant tʸ cilʸt janʸ njʸ 

pʸrgjithsim i gjysmʸgrupeve tʸ rregullta. 

 

Kontributi ynʸ nʸ kʸtʸ punim konsiston kryesisht nʸ studimin e mʸtejshʸm tʸ vetive tʸ 

disa nʸnklasave tʸ veanta gjysmʸgrupesh abundantʸ si dhe nʸ ndʸrtimin e disa tipesh tʸ 

veantʸ tʸ tyre. 

 

Si do tʸ shohim nga pʸrkufizimi i gjysmʸgrupeve abundantʸ, nʸ themel tʸ tyre qʸndrojnʸ 

relacionet e pʸrgjithʸsuara tʸ Green-it G(, A(, =(, 9( dhe  ?(, tʸ cilʸt u futʸn pʸr herʸ tʸ 

parʸ nʸ gjysmʸgrupe nga F. Pastijn mʸ 1975. Kʸto relacione u pʸrkufizuan duke u bazuar 

tek relacionet e njohura tʸ Green-it G, A, =, 9  dhe  ?. 

 

Punimi ʸshtʸ ndarʸ nʸ pesʸ kapituj. Nʸ kapitullin e parʸ kemi pʸrmbledhur njʸ sʸrʸ 

konceptesh dhe vetish tʸ njohura mbi gjysmʸgrupet, pʸr tʸ krijuar njʸ mjedis pune dhe 

njʸ ñfjalorò tʸ pʸrshtatshʸm qʸ do tʸ na shʸrbejʸ pʸr zhvillimin e temʸs nʸ vazhdim. Kʸta 

koncepte dhe veti janʸ marrʸ kryesisht nga dy monografi tʸ njohura nʸ teorinʸ algjebrike 

tʸ gjysmʸgrupeve, njʸra nga J. B. Howie [2] dhe tjetri nga Clifford and Preston [1]. 

 

Nʸ kapitullin e dytʸ, pasi futen kuptimet e relacioneve tʸ pʸrgjithʸsuara tʸ Green-it, jepet 

pʸrkufizimi i gjysmʸgrupeve abundantʸ dhe i disa nʸnklasave tʸ rʸndʸsishme tʸ tyre. 

Kʸtu kemi dhʸnʸ edhe disa veti tʸ rʸndʸsishme tʸ provuara nga autorʸ tʸ ndryshʸm dhe 

qʸ do tʸ na nevojiten pʸr shtjellimin e temʸs sonʸ nʸ vazhdimsi. Pjesa mʸ e rʸndʸsishme, 

qʸ pʸrfaqson edhe kontributin tonʸ nʸ kʸtʸ kapitull, ʸshtʸ raporti midis G - klasave (A - 

klasave)  dhe  G( - klasave (A( - klasave) nʸ njʸ gjysmʸgrup tʸ dhʸnʸ, shembujt e sjellʸ 

qʸ tregojnʸ pʸrfshirjen e mirfilltʸ tʸ klasʸs sʸ gjysmʸgrupeve tʸ rregullt nʸ atʸ tʸ 

gjysmʸgrupeve abundantʸ, tʸ klasʸs sʸ gjysmʸgrupeve ortodoksʸ nʸ atʸ tʸ gjysmʸgrupeve 

kuazi-adekuatʸ si dhe tʸ klasʸs sʸ gjysmʸgrupeve inversivʸ nʸ atʸ tʸ gjysmʸgrupeve 

adekuatʸ. Vlen pʸr tu theksuar nʸ kʸtʸ kapitull edhe kundʸrshembulli qʸ kemi sjellʸ pʸr 

tʸ treguar se pʸrkufizimet e gjysmʸgrupeve abundantʸ sipas relacioneve tʸ pʸrgjithsuara 

tʸ Green-it dhʸnʸ nʸ [11] (me tʸ cilʸt do merremi nʸ kʸtʸ punim) dhe pʸrkufizimit tʸ 

gjysmʸgrupeve sipas idealeve, dhʸnʸ nʸ [15], (pʸrkufizim i dhʸnʸ ky nʸ mʸnyrʸ tʸ 

pavarur me tʸ parin) nuk janʸ ekuivalentʸ. Lidhjet midis kʸtyre dy pʸrkufizimeve do tʸ 

jetʸ njʸ ndʸr objektivat e punʸs time kʸrkimore nʸ tʸ ardhmen, sepse qʸ tʸ dy lidhen me 

prezencʸn e idempotentʸve. 

 

Kapitulli i tretʸ fillon me disa pʸrkufizime dhe veti tʸ njohura pʸr klasʸn e 

gjysmʸgrupeve kuazi-adekuatʸ dhe tʸ idempotentit medial e medial normal nʸ to, tʸ cilat 

pʸrgatisin terrenin pʸr tʸ kaluar nʸ pjesʸn mʸ tʸ rʸndʸsishme tʸ tij, nʸ ndʸrtimin e njʸ 

gjysmʸgrupi kuazi-adekuat i cili pʸrmban njʸ idempotent medial normal. Ky ndʸrtim 

pʸrfaqson edhe kontributin tonʸ nʸ kʸtʸ kapitull. Ndʸrtimi i njʸ gjysmʸgrupi tʸ tillʸ S do 

tʸ realizohet duke pʸrdorur nj± bandʸ E  e cila përmban një idempotent medial normal  u  
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dhe një gjysmëgrup adekuat S me semillaticë idempotentësh 0E uEu. Kʸtu ne do të 

tregojmë gjithashtu se çdo gjysmëgrup kuazi-adekuat S që përmban një idempotent 

medial normal u, mund të ndërtohet (me afërsinë e izomorfizmit) si më sipër duke marrë 

si bandë normale  E = E(S) dhe si gjysmëgrup adekuat nëngjysmëgrupin uSu  të S. 

 

Kapitulli i katʸrt ʸshtʸ tʸrʸsisht kontribut i punʸs tonʸ. A. El. Qallali dhe J. B. Fountain 

nʸ artikullin e tyre ñQuasi-adequate semigroupsò [13], kanʸ vʸrtetuar disa pohime nʸ 

gjysmʸgrupet kuazi-adequatʸ. Ne kemi arritur tʸ formulojmʸ dhe tʸ vʸrtetojmʸ pohime 

analoge pʸr gjysmʸgrupet adekuatʸ dhe adekuatʸ tʸ tipit A. Nʸ kʸtʸ mʸnyrʸ kemi 

vʸrtetuar shtatʸ pohime tʸ reja. 

 

Kapitulli i pestʸ dhe i fundit i kushtohet ndʸrtimit tʸ tre gjysmʸgrupeve tʸ veantʸ. Sʸ 

pari do tʸ ndʸrtojmʸ gjysmʸgrupin e rregullt qʸ pʸrmban njʸ idempotent medial, 

nʸpʸrmjet nj± gjys±mgrupi të rregullt të gjeneruar prej idempotentësh E  i cili  përmban 

një idempodent medial u  dhe një gjysmëgrupi ortodoks me njësh S , banda e 

idempotentëve të të cilit është izomorfe me uEu. Nʸ tʸ njʸjtʸn kohʸ do tʸ tregojmʸ se 

do gjysmʸgrup i tillʸ i dhʸnʸ ndʸrtohet nʸ mʸnyrʸn e treguar mʸ sipʸr. Sʸ dyti, do tʸ 

tregojmʸ se si mund tʸ ndʸrtojmʸ njʸ gjysmʸgrup inversiv qʸ pʸrmban njʸ idempotent 

medial dhe si çdo gjysmygrup i tillʸ mund tʸ karakterizohet nʸ kʸtʸ mʸnyrʸ nʸpʸrmjet 

semillaticʸs sʸ tij tʸ idempotentʸve dhe vetʸ atij gjysmʸgrupi. Sʸ treti, do tʸ ndʸrtojmʸ njʸ 

gjysmʸgrup tʸ rregullt qʸ pʸrmban njʸ idempotent medial normal, duke pʸrdorur si ñtulla 

ndʸrtimiò njʸ gjysm±grup tʸ rregullt i gjeneruar prej idempotent±sh E  që përmban një 

idempotent medial normal u dhe njʸ gjysm±grup inversiv me nj±sh S, semilatica e 

idempotentʸve tʸ cilit 0E  ʸshtʸ izomorfe me  uEu. 
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Kapitulli 1 

 

1. NJOHURI PARAPRAKE  

 

 

 

Nʸ kʸtʸ kapitull do tʸ japim disa kuptime, pʸrkufizime dhe pohime bazʸ, qʸ do tʸ na 

shʸrbejnʸ pʸr zhvillimin nʸ vijim tʸ pʸrmbajtjes sʸ kʸsaj teme doktorature. Ato janʸ 

marrʸ nga botime tʸ ndryshme mbi teorinʸ algjebrike tʸ gjysmʸgrupeve, si dhe nga 

artikuj tʸ ndryshʸm tʸ botuar deri tani mbi gjysmʸgrupet. Nʸ pʸrkufizimet, pohimet dhe 

teoremat e kʸtij kapitulli ne do tu referohemi dy monografive tʸ njohura si ajo me autorʸ 

Clifford dhe Preston [1] dhe Howie [2]. 

 

 

1.1   Kuptimi i gjysmʸgrupit 

 

 

Le tʸ jetʸ dhʸnʸ njʸ bashkʸsi e fardoshme S dhe ñöò njʸ veprim algjebrik, i brendshʸm, 

binar nʸ tʸ. Pʸrkufizimet e mʸposhtme janʸ marrʸ nga [1] dhe [2]. 

 

Pʸrkufizim 1.1.1. Grupoid quhet çifti i radhitur (S,ö), ku S ʸshtʸ njʸ bashkʸsi fardo dhe 

ñöòʸshtʸ njʸ veprim binar i pʸrcaktuar nʸ tʸ. 

 

Pʸrkufizim 1.1.2. Veprimi binar ñöò nʸ S quhet shoqʸrues, nʸ qoftʸ se pʸr do tre 

elementʸ a,b,c tʸ S, ʸshtʸ i vʸrtetʸ barazimi (aöb)öc = aö(böc) 

 

Pʸrkufizim 1.1.3. Grupoidi  (S,ö) quhet gjysmʸgrup, nʸ qoftʸ se veprimi ñöò ʸshtʸ 

shoqʸrues. 

Nʸ rastet kur nuk ka ngatʸrresa pʸr veprimin ñöò, atʸherʸ nʸ vend tʸ shʸnimit aöb mund tʸ 

shkruajmʸ thjeshtʸ ab. Nʸ qoftʸ se pʸr dy elementʸ a,b tʸ njʸ gjysmʸgrupi S, ʸshtʸ i 

vʸrtetʸ barazimi ab = ba, atʸherʸ themi qʸ kʸta dy elementʸ janʸ tʸ pʸrkʸmbyeshʸm.   

             

Pʸrkufizim 1.1.4. Njʸ gjysmʸgrup quhet ndʸrrimtar, nʸse do dy elementʸ tʸ tij janʸ tʸ 

pʸrkʸmbyeshʸm. Pra pʸr do dy elementʸ a,b tʸ S kemi ab = ba. 

Nʸse ekziston elementi 1 S  i tillʸ qʸ, 

 

                                                      ,  1 1x S x x x,  

 

atʸherʸ themi se ñ1ò ʸshtʸ njʸsh i gjysmʸgrupit S  dhe ky gjysmy grup nʸ kʸtʸ rast do tʸ 

quhet monoid [2]. Nʸ [2] tregohet gjithashtu se do monoid ka njʸ njʸsh tʸ vetʸm. Nʸse 

gjysmʸgrupi S  nuk ka njy sh, atʸherʸ ne mund ti shtojmʸ atij njʸ element tʸ ri, ñ1ò. Duke 
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shʸnuar 1 {1}S S  dhe duke pʸrcaktuar nʸ 1S  pʸr elementin e shtuar ñ1ò, 

shumy zimin:  

                                                        ,  1 1s S s s s,  
 

gjysmy grupi 1S  kthehet ny  monoid. ɪshtʸ e qartʸ se, kur gjysmʸgrupi S  ka njʸsh, 

atʸherʸ 1S  pʸrputhet me S . Nʸ [2] thuhet gjithashtu se kur njʸ gjysmʸgrupi S , qy  ka tʸ 

paktʸn dy elementʸ, pʸrmban njʸ element ñ0ò, tʸ tillʸ qʸ:  

 

                                                ,  0 0 0x S x x  

 

aty herʸ ky element quhet zero e gjysmʸgrupit S  dhe S  quhet gjysmy grup me zero. Edhe 

nʸ kʸtʸ rast gjysmʸgrupi nuk mund tʸ pʸrmbajʸ mʸ shumʸ se njʸ zero. Kur gjysmʸgrupi 

S  nuk ka zero, ne mund ta zgjerojmʸ atʸ duke i shtuar njʸ element qʸ e shʸnojmʸ ñ0ò, tʸ 
tillʸ qʸ:  

,  0 0 0s S s s  

 Formohet nʸ kʸtʸ mʸnyrʸ njʸ gjysmʸgrup i ri me zero, tʸ cilin do ta shʸnojmʸ 0S .  

Pra 0 {0}S S . 

 

Pʸrkufizim 1.1.5. Njʸ element e  i njʸ gjysmʸgrupi S  quhet idempotent, atʸherʸ kur ʸshtʸ 

i vʸrtetʸ barazimi 2e e. 

Bashkʸsinʸ e idempotentʸve tʸ njʸ gjysmʸgrupi S  e shy nojmʸ me ( )E S , ose kur nuk ka 

ngaty rresa e shʸnojmʸ thjesht  E .  

Nʸse A  dhe B  janʸ dy nʸnbashkʸsi tʸ njʸ gjysmʸgrupi S , aty herʸ me simbolin AB  do 

tʸ kuptojmʸ bashkʸsinʸ: 

{  }ab S a A b B  

 

Ndʸrsa me veprim tʸ induktuar nga veprimi i gjysmʸgrupit S  nʸ nʸnbashkʸsinʸ A  tʸ tij, 

do tʸ kuptojmʸ veprimin binar  nʸ A , tʸ tillʸ qʸ:  

 
2( , ) ,  a b A a b a b, 

 

ku veprimi ny  anʸn e djathtʸ tʸ barazimit ʸshtʸ veprimi nʸ S . 

 

Pʸrkufizim 1.1.6. N  y qoftʸ se njʸ nʸnbashkʸsi T e njʸ gjysmʸgrupi S  syhtʸ e 

qʸndrueshme nʸ lidhje me veprimin e tij (dmth TT T ), atʸherʸ T  sy bashku me 

veprimin e induktuar nga S  n yT  quhet nʸngjysmʸgrup i S . 

 

Pʸrkufizim 1.1.7. N  yqoftʸ se A  ʸshtʸ njʸ nʸnbashkʸsi e njʸ gjysmʸgrupi tʸ dhʸnʸ S , 

atʸherʸ nʸngjysmʸgrupin mʸ tʸ vogʸl tʸ S  qʸ pʸrmban A , do ta quajmʸ nʸngjysmʸgrup 

tʸ S tʸ gjeneruar nga A . 

ku me nʸngjysmʸgrup mʸ tʸ vogʸl qʸ pʸrmban A  do kuptojmy  nʸngjysmʸgrupin e S  qʸ 

pʸrfshihet nʸ do nʸngjysmʸgrup tjetʸr qʸ pʸrmban A . Kʸtʸ nʸngjysmʸgrup do ta 

shʸnojmʸ A  ose nganjʸherʸ edhe me A . 
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1.2  Idealet dhe homomorfizmat nʸ gjysmʸgrupe 

 

 

Le tʸ jetʸ dhʸnʸ njʸ gjysmʸgrup S  dhe A  njy  nʸnbashkʸsi e S . 

 

Pʸrkufizim 1.2.1. N nybashkʸsia A  e S  quhet ideal i majtʸ i gjysmʸgrupit S , n yqoftʸse 

SA A , ideal i djathtʸ nʸse AS A  dhe ideal (ose ideal i dyanshʸm) nʸse A  ʸshtʸ 

njʸkohʸsisht ideal i majtʸ dhe i djathtʸ i gjysmʸgrupit S . 

ɪshtʸ e qartʸ se do ideal i njʸ gjysmʸgrupi tʸ dhʸnʸ ʸshtʸ njʸkohʸsisht edhe 

nʸngjysmʸgrup i tij, ndʸrsa e anasjella jo gjithmonʸ ʸshtʸ e vʸrtetʸ. Midis idealeve tʸ njʸ 

gjysmʸgrupi S , vety   S  syhty  nj  y ideal sepse SS S. Nʸse gjysmʸgrupi S  p rymban 

elementin zero, atyhery  nj  yideal tjety r i S  ʸshtʸ edhe bashkʸsia {0} . Vʸrtet, nga kuptimi 

i zeros kemi: 0S S0 {0}, ku me simbolin 0 S kuptojmy  {0}S . K tyo dy ideale ty 

gjysmʸgrupit S  quhen ideale jo ty mir fyillta tʸ tij, ndʸrsa do ideal tjetʸr I  i ndryshy m 

nga S  dhe nga {0}  ({0} I S ) quhet quhet ideal i mirʸfilltʸ i tij. 

 

Pʸrkufizim 1.2.2. Ideali (ideali i majtʸ, ideali i djathtʸ) I  i njʸ gjysmʸgrupi S , quhet 

minimal (minimal i majty, minimal i djathty) atʸherʸ kur pʸr do ideal (ideal tʸ majtʸ, 

ideal tʸ djathtʸ) J  tʸ  S  tʸ tillʸ qʸ J I  kemi J I . 

Nga tʸ gjithʸ idealet e njʸ gjysmʸgrupi tʸ dhʸnʸ S , njy  rʸndʸsi tʸ veantʸ paraqet studimi 

i idealeve kryesore. Le tʸ jetʸ S  nj  ygjysmy grup dhe a  nj  yelement i çfardoshym i tij. 

Nʸnbashkʸsia Sa  e S  formon ideal ty  majty  t  yS , sepse  ( ) ( )S Sa SS a Sa. Njy lloj, 

mund ty  themi se nʸnbashkʸsitʸ aS  dhe  SaS formojnʸ pʸrkatʸsisht ideal tʸ djathtʸ dhe 

ideal tʸ gjysmʸgrupit S. Natyrisht qʸ Sa , aS  dhe  SaS mund tʸ mos pʸrmbajnʸ 

elementin a. Nʸ kʸto raste do tʸ shʸnojmʸ: 

                                                       1 { }S a Sa a , 

                                                       1 { }aS aS a                              (1.2.1)      

         1 1 { }S aS SaS Sa aS a    

Dimʸ q  yideali i majty  minimal, i cili p rymban elementin a  ʸshtʸ  1 { }S a Sa a . Nʸ 

mʸnyrʸ analoge kemi gjithashtu 1 { }aS aS a  dhe  1 1 { }S aS SaS Sa aS a 
jany  p rykaty sisht ideali i djathty  minimal dhe ideali minimal qʸ pʸrmbajnʸ elementin a . 

Kʸto ideale quhen ideale kryesore tʸ njʸ gjysmʸgrupi. Ata shʸnohen pʸrkatsisht me 

l
a ,

r
a  dhe a , por ny  disa raste py rdoret edhe shʸnimi ( )

l
a , ( )

r
a  dhe ( )a . 

Le tʸ jetʸ  nj  y pasqyrim i gjysmy grupit ( , )S nʸ gjysmʸgrupin ( , )T , ku py r lehtʸsi 

veprimet nʸ kʸto dy gjysmʸgrupe i kemi shʸnuar me tʸ njʸjtin simbol ññ por duke qenʸ 

tʸ vetʸdijshʸm pʸr ndryshimin midis tyre. Shʸmbʸllimin e njʸ elementi x S  sipas 

pasqyrimit  do ta shʸnojmʸ x . 

Pʸrkufizim 1.2.3. Pasqyrimi  i gjysmʸgrupit ( , )S  nʸ gjysmʸgrupin ( , )T  quhet 

homomorfizʸm nʸ qoftʸ se:   
2( , ) ,  ( ) ( )( )x y S xy x y     (1.2.2) 
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Me simbolin S  do tʸ nʸnkuptojmʸ nʸnbashkʸsinʸ e T  qʸ pʸrbʸhet nga tʸ gjitha 

shʸmbʸllimet e elementeve tʸ  S  sipas pasqyrimit , pra, 

 

{ }S s T s S         (1.2.3) 

 

Nʸ qoftʸ se homomorfizmi  ʸshtʸ injektiv, atʸherʸ ai quhet monomorfizʸm, nʸ qoftʸ se 

ai ʸshtʸ syrjektiv quhet epiomorfizʸm. Nʸ rastin kur  ʸshtʸ njʸkohʸsisht injektiv dhe 

syrjektiv, atʸherʸ ai quhet izomorfizʸm. Nʸse homomorfizmi  ʸshtʸ me fillim S  dhe 

mbarim  S , ai quhet endomorfizʸm. Sʸ fundi, kur njʸ endomorfizʸm ʸshtʸ izomorfizʸm, 

themi se kemi tʸ bʸjmʸ me njʸ automorfizʸm. Nʸse  ʸshtʸ njʸ izomorfizʸm i 

gjysmʸgrupit S  nʸ gjysmʸgrupin  T , atʸherʸ ata quhen gjysmʸgrupe izomorfe dhe do tʸ 
shʸnojmʸ simbolikisht S T . 

 

 

 

1.3   Gjysmʸgrupet e rregullt, ortodoksʸ dhe inversivʸ 

 

 

Kʸtu po japim disa pʸrkufizime gjysmʸgrupesh tʸ rʸndʸsishme, tʸ cilat, nʸ varʸsi tʸ 

cilʸsive specifike tʸ elementʸve tʸ tyre nʸ pʸrgjithʸsi dhe tʸ idempotentʸve nʸ veanti, 

shfaqin veti tʸ caktuara. 

Miller  dhe Clifford nʸ [3] dhanʸ kʸto dy pʸrkufizime, tʸ cilave iu referohet edhe Howie 

nʸ [2]:  

 

Pʸrkufizim 1.3.1. Njʸ element a  i gjysmʸgrupit S  quhet i rregullt nʸ qoftʸ se ekziston 

njʸ element x  nʸ S  i tillʸ qʸ axa a. 

 

Pʸrkufizim 1.3.2. Njʸ gjysmʸgrup S  quhet i rregullt nʸ qoftʸ se tʸ gjithʸ elementʸt e tij 

janʸ tʸ rregullt. 

 

Pʸrkufizim 1.3.3. Invers tʸ elementit a  tʸ njʸ gjysmʸgrupi S  quhet elementi 'a S  i 

tillʸ qʸ 'aa a a  dhe ' ' 'a aa a  

Nga ky pʸrkufizim rrjedhin dy gjʸra tʸ rʸndʸsishme. Sʸ pari, çdo element i rregullt ka tʸ 

paktʸn njʸ invers. Vʸrtetʸ, nʸse a  ʸshtʸ i rregullt dhe  x  i tillʸ qʸ  axa a, atʸherʸ 
'a xax do jetʸ njʸ invers i elementit a . Sʸ dyti, elementʸt ax  dhe xa  janʸ 

idempotentʸ. Njʸ element mund tʸ ketʸ mʸ shumʸ se njʸ invers dhe bashkʸsinʸ e 

inversʸve tʸ njʸ elementi a  e shʸnojmʸ me ( )V a .  

Gjithashtu shohim se kur njʸ element a  ʸshtʸ i rregullt, atʸherʸ ,  a aS a Sa dhe 

a SaS dmth pʸr idealet kryesore kemi:  
1

1

1 1

( ) ,   

( )

( )

r

l

a aS aS

a S a Sa

a S aS SaS
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Pʸrkufizim 1.3.4. Njʸ gjysmʸgrup S  quhet ortodoks atʸherʸ kur ai ʸshtʸ i rregullt dhe 

bashkʸsia e idempotentʸve tʸ tij formon nʸngjysmʸgrup. 

Nʸ [2] jepet njʸ teoremʸ pʸr tʸ karakterizuar gjysmʸgrupet ortodoksʸ. Kjo teoremʸ ʸshtʸ 

formuluar dhe vʸrtetuar nga Reilly dhe Scheiblich (1967) nʸ [4], e cila thotʸ: 

 

Teoremʸ 1.3.1. Njʸ gjysmʸgrup i rregullt ʸshtʸ ortodoks vetʸm atʸherʸ kur inversi i do 

idempotenti tʸ tij ʸshtʸ idempotent. 

 

Ndʸrsa Howie nʸ [2] vazhdon me njʸ plotʸsim tʸ saj duke vʸrtetuar kʸtʸ teoremʸ: 

Teoremy  1.3.2. Njʸ gjysmʸgrup i rregullt ʸshtʸ ortodoks vetʸm atʸherʸ kur ʸhtʸ i vʸrtetʸ 

pohimi: 

                             ( , )  [ ( ) ( )   ( ) ( )]a b S V a V b V a V b      (1.3.1) 

 

Njʸ klasʸ tjetʸr shumʸ e rʸndʸsishme e gjysmʸgrupeve ʸshtʸ ajo e gjysmʸgrupeve 

inversivʸ. 

 

Pʸrkufizim 1.3.5. Njʸ gjysmʸgrup S  quhet gjysmʸgrup inversiv nʸ qoftʸ se do element 

ka njʸ invers tʸ vetʸm dmth: 

 

         1 1 1 1( )( )  [   ]a S a S aa a a a aa a      (1.3.2) 

 

dhe  1a  ʸshtʸ i vetʸm. 

Gjysmʸgrupet inversive janʸ studiuar fillimisht nga Vagner (1952, 1953) nʸ [5] dhe nʸ 

mʸnyrʸ tʸ pavarur nga Preston (1954) nʸ [6]. Vagner i quajti ato ñGrupe tʸ pʸrgjithsuaraò 

dhe ky emʸrtim ʸshtʸ pʸrdorur nʸ mʸnyrʸ standarte nʸ literaturʸn ruse. 

Pʸrkufizimi 1.3.5. nuk ʸshtʸ shumʸ i pʸrshtatshʸm dhe nuk pʸrdoret shpesh pʸr tʸ treguar 

qʸ njʸ gjysmʸgrup ʸshtʸ inversiv. Teorema e mʸposhtme e dhʸnʸ nʸ [2], i karakterizon 

gjysmʸgrupet inversivʸ nga nʸpʸrmjet idempotentʸve. 

 

Teoremʸ 1.3.3.  Nʸ njʸ gjysmʸgrup S  pohimet e mʸposhtme janʸ ekujvalente: 

(a)    S  ʸshtʸ gjysmʸgrup inversiv 

(b)    S  ʸshtʸ gjysmʸgrup i rregullt dhe idempotentʸt e tij janʸ tʸ pʸrkʸmbyeshʸm  

(c)   do idel kryesor i majtʸ dhe do ideal kryesor i djathtʸ pʸrmban njʸ idempotent tʸ 

vetʸm  < 

Pikat (b) dhe (c) tʸ teoremʸs sʸ mʸsipʸrme janʸ ato qʸ pʸrdoren zakonisht kur duam tʸ 

tregojmʸ se njʸ gjysmʸgrup S  ʸshtʸ inversiv. Kʸshtu kʸto dy pika mund shihen edhe si 

prykufizime tʸ gjysmʸgrupeve inversive tʸ shprehur nʸ terma idempotentʸsh. 
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1.4   Relacionet dhe kongruencat nʸ gjysmʸgrupe 

 

 

Njʸ nga konceptet shumʸ tʸ rʸndʸsishme tʸ algjebrʸs, dhe qʸ do tʸ na shoqʸrojʸ gjatʸ 

gjithʸ kʸtij punimi, ʸshtʸ ai i relacionit nʸ njʸ bashkʸsi jo boshe X . 

Pʸrkufizim 1.4.1. Relacion binar nʸ njʸ bahskʸsi X  quhet do nʸnbashkʸsi  e 

bashkʸsisʸ prodhim kartezian X X .  

Meqenʸse do tʸ merremi vetʸm me relacionet binare, ne do tʸ pʸrdorim thjeshtʸ fjalʸn 

ñrelacionò duke nʸnkuptuar ndryshimin. 

Nga pʸrkufizimi bien nʸ sy dy relacione tʸ veanta nʸ X : bashkʸsia boshe  dhe 

X X , si nʸnbashkʸsi tʸ X X . Kʸto dy relacione quhen jo tʸ mirʸfillta dhe 
emʸrtohen pʸrkatsisht relacioni bosh dhe universal. Njʸ tjetʸr relacion i veantʸ, i cili 

luan njʸ rol tʸ rʸndʸsishʸm nʸ bahskʸsinʸ B  (X )  tʸ relacioneve binare nʸ njʸ bashkʸsi tʸ 
dhʸnʸ X , ʸshtʸ edhe relacioni idedentik, qʸ do tʸ shʸnohet 1

X
dhe pʸrcaktohet si mʸ 

poshtʸ: 

 

1 {( , ) : }
X

x x x X     (1.4.1) 

 

Pʸrkufizim 1.4.2. Kompozim tʸ dy relacioneve , B  (X ) do tʸ quajmʸ veprimin 

binar òò nʸ B  (X ), tʸ pʸrcaktuar si mʸ poshtʸ: 

 

{( , ) : ( )[( , )   ( , ) ]}x y X X z X x z z y     (1.4.2) 

 

Howie nʸ [2] ka provuar se veprimi i kompozimit òò, i pʸrcaktuar si mʸ sipʸr, nʸ 

bashkʸsinʸ    B  (X ) gʸzon vetinʸ e shoqʸrimit, dmth (B  (X ), ) ʸshtʸ gjysmʸgrup.  

Tani po japim disa kuptime qʸ lidhen me njʸ relacion tʸ dhʸnʸ  nʸ njʸ bashkʸsi X : 

Bashkʸsi pʸrcaktimi tʸ relacionit  ose ndryshe domain tʸ , do tʸ quajmʸ bashkʸsinʸ: 

 

dom( ) { : ( )[( , ) ]}x X y X x y                 (1.4.3) 

 

Ndʸrsa, bashkʸsi shʸmbʸllimesh tʸ relacionit  ose range  tʸ , do tʸ quajmʸ 

bashkʸsinʸ:    

ran( ) { : ( )[( , ) ]}y X x X x y                  (1.4.4) 

 

Nga pʸrkufizimi i relacionit rrjedh menjʸherʸ se: 

 

  dom( ) dom( )  ran( ) ran( )     (1.4.5) 

 

Nʸse x X, do tʸ shʸnojmʸ me x  bashkʸsinʸ e elementʸve y X , pʸr tʸ cilat kemi 
( , )x y . Pra,  

{ : ( , ) }x y X x y     (1.4.6) 

 

Ndʸrsa, kur A  ʸshtʸ nʸnbashkʸsi e X , atʸherʸ do tʸ shʸnojmʸ: 
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{ : }A a a A     (1.4.7) 

 

Pʸrkufizim 1.4.3. Nʸse  syhtʸ njʸ relacion nʸ bashkʸsinʸ X , atʸherʸ relacion tʸ 

anasjellʸ tʸ tij do tʸ quajmʸ relacionin 1, pʸrsʸri nʸ X , tʸ tillʸ qʸ: 

 
1 {( , ) : ( , ) ]}x y X X y x     (1.4.8) 

 

Pʸrkufizim 1.4.4. Njʸ element  nʸ B  (X ) quhet pasqyrim i pjesshʸm i X -it  nʸ X , nʸ 

qoftʸ se pʸr do x  nʸ dom( ) kemi  1x .  

dmth pʸr do tre elementʸ  1 2, ,x y y   n yX  ʸshtʸ i vʸrtetʸ implikimi: 

 

1 2 1 2
[( , )   ( , ) ]  x y x y y y      (1.4.9) 

 

Pʸrkufizim 1.4.5. Nʸ qoftʸ se pʸr pasqyrimin e pjesshʸm  nʸ X , kemi dom( ) X, 

atʸherʸ ai quhet pasqyrim i X -it  nʸ  X . 

Bashkʸsinʸ e pasqyrimeve tʸ pjesshʸm nʸ njʸ bashkʸsi X  do ta shʸnojmʸ PT(X ), 

ndʸrsa bashkʸsinʸ e pasqyrimeve nʸ kʸtʸ bashkʸsi do ta shʸnojmʸ me T(X ). Kʸshtu 
mund tʸ shkruajmʸ  T(X )  PT (X )  B  (X )  dhe pʸr mʸ tepʸr Howie nʸ [2] ka 
provuar se   T(X )  dhe  PT(X )  janʸ nʸngjysmʸgrupe tʸ B  (X ) nʸ lidhje me veprimin e 
induktuar nʸ to tʸ kompozimit tʸ relacioneve. 

Meqʸ pʸr relacionin  kemi dom( )  dhe pʸr mʸ tepʸr imlikimi (1.4.9) ʸshtʸ i 

vʸrtetʸ, atʸherʸ ky relacion ʸshtʸ i pʸrfshirʸ nʸ  PT (X ),  por jo nʸ  T (X ), sepse 

dom( ) X  

 

Pʸrkufizim 1.4.6.  Relacioni  nʸ X quhet reflektiv, nʸ qoftʸ se 1
X

, dmth pʸr do x  

nʸ X  kemi ( , )x x  

 

Pʸrkufizim 1.4.7.  Relacioni  nʸ X quhet simetrik, nʸ qoftʸ se 1 , dmth kur 

 

( , ) [( , ) ( , ) ]x y X x y y x     (1.4.10) 

 

Pʸrkufizim 1.4.8.  Relacioni  nʸ X quhet kalimtar, nʸ qoftʸ se , dmth kur 

 

( , , ) [( , )   ( , )   ( , ) ]x y z X x y y z x z    (1.4.11) 

 

Pʸrkufizim 1.4.9. Relacioni  nʸ X quhet relacion ekujvalence, nʸ qoftʸ se ai ʸshtʸ 

njʸkohʸsisht reflektiv, simetrik dhe kalimtar. 

 

Pʸrkufizim 1.4.10. Njʸ familje { : }
i

A i I  nnybashkʸsishʸ tʸ njʸ bashkʸsie X quhet 

copʸtim i saj atʸherʸ kur, 

(a) çdo 
i

A  ʸshtʸ jo boshe 
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(b) pʸr tʸ gjitha ,i j  nʸ I kemi 
i j

A A  ose 
i j

A A  

(c) { : }
i

A i I X  

 

Nʸse  ʸshtʸ relacion ekujvalence, atʸherʸ bashkʸsinʸ: 

 

{  :  ( , ) }x y X x y  

 

do ta quajmʸ - klasʸ ose klasʸ ekujvalence tʸ elementit x. Nga pʸrkufizimi 1.4.8. duket 

qartʸ se kur ( , )x y  atʸherʸ x y  

Nga [2] (proposition 4.20) kemi kʸtʸ pohim qʸ lidh copʸtimin e njʸ bashkʸsie X  me 

relacionet e ekujvalencʸs nʸ tʸ: 

 

Pohim 1.4.1. Le tʸ jetʸ  njʸ relacion ekujvalence nʸ njʸ bashkʸsi X . Atʸherʸ familja e 

tʸ gjitha klasave tʸ ekujvalencʸs, 

 

( ) { : }x x X     (1.4.12) 

 

ʸshtʸ njʸ copʸtim i X . Anasjellas, nʸ qoftʸ se { : }
i

A i I  ʸshtʸ njʸ copʸtim i X -it, 

atʸherʸ 

( ) {( , ) : ( )( , )}
i

x y X X i I x y A     (1.4.13) 

 

ʸshtʸ relacion ekujvalence nʸ X , dhe pʸr mʸ tepʸr kemi: 

 

     ( ( ))    dhe   ( ( ))      (1.4.14)  < 

 

Bashkʸsinʸ e - klasave sipas relacionit  nʸ X  do ta quajmʸ bashkʸsi faktor dhe do ta 

shʸnojmʸ /X . 

 

Pʸrkufizim 1.4.11. Relacioni i ekujvalencʸs  nʸ S , ku  ( , )S  ʸshtʸ gjysmʸgrup, pʸr tʸ 

cilin, 

( , , ) [( , ) ( , ) ]s t a S s t as at     (1.4.15) 

 

quhet kongruencʸ e majtʸ nʸ S . 

 

Pʸrkufizim 1.4.12. Relacioni i ekujvalencʸs  nʸ S , ku  ( , )S  ʸshtʸ gjysmʸgrup, pʸr tʸ 

cilin, 

( , , ) [( , ) ( , ) ]s t a S s t sa ta     (1.4.16) 

 

quhet kongruencʸ e djathtʸ nʸ S . 

 

Pʸrkufizim 1.4.13. Nʸse relacioni i ekujvalencʸs  nʸ S , ʸshtʸ njʸkohʸsisht congruencʸ 

e majtʸ dhe e djathtʸ, atʸherʸ  quhet kongruencʸ nʸ S . 
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Pʸr relacionin  nʸ gjysmʸgrupin S  qʸ gʸzon pohimet (1.4.15) ose (1.4.16) do tʸ themi 

se ʸshtʸ i pajtushʸm pʸrkatʸsisht nga e majta ose nga e djathta me veprimin e 

gjysmʸgrupit. Kur  ʸshtʸ i pajtushʸm njʸkohʸsisht si nga e majta ashtu edhe nga e 

djathta me veprimin e gjysmʸgrupit, do tʸ themi se  ʸshtʸ i pajtushʸm me veprimin e 

kʸtij gjysmʸgrupi. 

Howie nʸ [2] ka tregur se kur  ʸshtʸ kongruencʸ nʸ njʸ gjysmʸgrup S , pasqyrimi:  

 

( / ) ( / ) /S S S , 

 

i tillʸ qʸ pʸr do dy elementʸ a ,b  tʸ  /S , kemi:  

 

  [( ),( )] ( )a b ab         (1.4.17) 

 

ʸshtʸ veprim binar nʸ /S  (dmth nuk varet nga pʸrfaqʸsuesit a  dhe b  tʸ klasave tʸ 

ekujvalencʸs a  dhe b ). Pʸr kʸtʸ veprim do tʸ shʸnojmʸ  ( ) ( ) ( )a b ab  dhe pʸr 

mʸ tepʸr ai ka edhe vetinʸ e shoqʸrimit. Pra ( / ,  )S  ʸshtʸ gjysmʸgrup dhe do ta 

quajmʸ gjysmʸgrup faktor i pʸrcaktuar nga kongruenca  nʸ S. Veprimi ñò i pʸrcaktuar 

nga (1.4.17) nuk duhet ngatʸrruar me veprimin e gjysmʸgrupit S  edhe pse i kemi 

shʸnuar njʸlloj, por tʸ vetʸdijshʸm pʸr ndryshimin thelbʸsor midis tyre. 

 

 

 

1.5   Relacionet e Green-it nʸ gjysmʸgrupe 

 

 

Le tʸ jetʸ S  njʸ gjysmʸgrup dhe  1 1( ) { },   ( ) { }
r l

a aS aS a a S a Sa a 

pʸrkatʸsisht idealet kryesore tʸ djathtʸ dhe tʸ majtʸ tʸ gjeneruar prej elementit a  tʸ 

gjysmʸgrupit S. J. A. Green (1951) nʸ [7], pʸrcaktoi nʸ S  relacionet e mʸposhtme: 

 

                                           aGb   1 1 aS bS                           (1.5.1) 

                                            aAb   1 1 S a S b                          (1.5.2) 

                                            a=b  1 1 1 1 S a S b aS bS     (1.5.3) 

ndryshe mund tʸ shkruajmʸ: 

                                            a=b   aG Ab                              (1.5.4) 

                                            a9b   1 1 1 1 S a S b aS bS      (1.5.5) 

ose 

                                            a9b   G A                                     (1.5.6) 

                                            a?b   
1 1 1 1 S aS S bS                     (1.5.7) 
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Relacionet  G, A, =, 9  dhe ?, tʸ pʸrcaktuara si mʸ sipʸr nʸ njʸ gjysmʸgrup S  do ti 

quajmʸ relacione tʸ Green-it dhe provohet lehtʸ se ato janʸ relacione ekujvalence. 

Nʸ [2] ne gjejmʸ kʸto dy lema tʸ rʸndʸsishme pʸr relacionet G dhe A: 

 

Lema 1.5.1. Le tʸ jenʸ ,a b dy elementʸ tʸ gjysmʸgrupit S . Atʸherʸ do tʸ kemi:  

         1.)  aAb  vetʸm atʸherʸ kur ekzistojnʸ elementʸt ,x y  nʸ 1S  tʸ tillʸ qʸ 

 

                                                   ,xa b yb a  

 

         2.)  aGb  vetʸm atʸherʸ kur ekzistojnʸ elementʸt ,u v  nʸ 1S  tʸ tillʸ qʸ  

 

                                                   ,au b bv a < 

 

Lema 1.5.2.  Aʸshtʸ kongruancʸ e djathtʸ dhe Gʸshtʸ kongruencʸ e majtʸ  < 

Gjithashtu, Howie nʸ [2] vʸrtetoi edhe pohimin: 

 

Pohim 1.5.1. Relacionet Adhe Gjanʸ tʸ pʸrkʸmbyeshʸm dhe pʸr mʸ tep±r 

 

A G = G A= G A = 9 (1.5.8) 

 

Meqʸ  G A = 9 rrjedh se 9  ʸshtʸ ekujvalenca mʸ e vogʸl qʸ pʸrfshim ekujvalencat 

Adhe G. Njʸlloj si nʸ lemʸn 1.5.1, mund tʸ themi se do tʸ kemi a?b  vetʸm atʸherʸ kur 

ekzistojnʸ elementʸt , , ,x y u v  nʸ 1S  pʸr tʸ cilat kemi ,xay b ubv a. Duke patur 

parasysh edhe barazimet e fundit, nxjerrim si konkluzion se  A ? dheG ?. Kʸshtu, 

meqʸ 9 ʸshtʸ ekujvalenca mʸ e vogʸl qʸ pʸrfshin ekujvalencat Adhe G rrjedh qʸ 9 ?. 

Njʸ shembull qʸ tregon se kjo pʸrfshirje ʸshtʸ rigoroze e ka sjellʸ Green nʸ [7].  

Është e qartë se në gjysmëgrupet ndërrues kemi:  =  = A = G = 9 = ?. Gjithashtu 

Howie në [2] thekson se në gjysmëgrupet e fundme dhe në ato periodikë kemi barazimin 

9 = ?. 
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Kapitulli 2 

 

2.  GJYSMËGRUPET ABUNDANTË 

 

 

2.1   Relacionet e përgjithsuara të Green-it G (, A(, = (, 9( dhe  ? (
 
 

 

 

Le të jetë S  nj± gjysm±grup fardo. F. Pastijn nʸ vitin 1975, nʸ artikullin e tij ñA 

representation of a semigroup by a semigroup of matrices over a group with zeroò, 

Semigroup Forum, 10 (1975), 238-249, futi pʸr herʸ tʸ parʸ kutimin e relacioneve tʸ 

pʸrgjithsuara tʸ Green-it  relacionet G( dhe A(. Mʸ vonʸ J. Fountain nʸ [9] i pʸrkufizoi 

ato si mʸ poshtʸ: 

 

Pʸrkufizim 2.1.1.  [9] Për dy elemente a  dhe b  t± njʸ gjysmʸgrupi S  do të themi se 

( , )a b G( vetëm atëherë kur ( , )a b G  në ndonjë gjysmëgrup 'S  që e përfshin 

gjysmëgrupin S  si nëngjysmëgrup të tij. 

 

Pʸrkufizim 2.1.2.  [9] Për dy elemente a  dhe b  t± njʸ gjysmʸgrupi S  do të themi se 

( , )a b A( vetëm atëherë kur ( , )a b A  në ndonjë gjysmëgrup 'S  që e përfshin 

gjysmëgrupin S  si nëngjysmëgrup të tij. 

Nga përkufizimet e mësipërme rrjedh menjëherë se relacionet G ( dhe A( janë përkatsisht 

kongruencë e majtʸ dhe kongruencë e djathtʸ në S. Gjithashtu, si edhe për relacionet e 

Grinit G  dhe A në një gjysmëgrup S , çdo veti e formuluar apo vërtetuar për relacionin 

G ( mund të formulohet dhe vërtetohet në mënyrë duale vetia koresponduese edhe për 

relacionin A(. 

 

Pʸrkufizim 2.1.3. [9]  Për dy elemente a  dhe b  t± njʸ gjysmʸgrupi S  do të themi se 

( , )a b 9 ( vetëm atëherë ( , )a b G(ose ( , )a b A(. Pra  9(= G( A(=G(GA(

 

Pʸrkufizim 2.1.4. [9]  Nj± ideal i djathtʸ (i majtʸ) I  i një gjysmëgrupi S  quhet  * - ideal 

i djathtʸ   (i majtʸ), në qoftë se për çdo a I  kemi *

a
R I  ( *

a
L I ). 

 

Pʸrkufizim 2.1.5. [9]  Një nënbahskësi I  e një gjysmëgrupi S  quhet * - ideal, në qoftë se 

është njëkohësisht * - ideal i majtʸ dhe i djathtʸ i S . 

Idealin minimal t± djathtʸ (t± majtʸ) q± p±rmban elementin a S do ta shënojmë *( )R a [
*( )L a ]. Këto * - ideale quhen përkatsisht * - ideal kryesor i djathtʸ dhe * - ideal kryesor i 

majtʸ t± p±rftuara nga elementi a S. Ndërsa * - idealin e dyanshëm minimal që 

përmban elementin a S do ta shënojmë 
*( )J a . Nga ky përcaktim është e qartë se  
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* *( ) ( )R a J a  dhe * *( ) ( )L a J a . Ekzistenca e *( )R a , *( )L a  dhe *( )J a  garantohet nga 

fakti se vetë  S  është njëkohësisht * - ideal i djathtʸ, i majtʸ dhe  * - ideal i S . 

 

Pohim 2.1.1. [9] Për dy elemente ,a b të një gjysmëgrupi S  janë të vërteta: 

                        1)  ( , )a b G( vetëm atëherë kur * *( ) ( )R a R b  

                        2)  ( , )a b A( vetëm atëherë kur * *( ) ( )L a L b   < 

 

Tani mund të japim edhe përkufizimin e relacionit ? ( në një gjysmëgrup S : 

 

Pʸrkufizim 2.1.6. [9]  Për dy elemente a  dhe b  t± njʸ gjysmʸgrupi S  do të themi se 

( , )a b ? ( vetëm atëherë kur * *( ) ( )J a J b .  

Për të vërtetuar direkt nga përkufizimi që ( , )a b A( n± njʸ gjysmʸgrup S  është disi e 

vështirë, sepse gjysmëgrupe që përfshijnë S -në si nëngjysmëgrup të tyre mund të ketë 

shumë. Fountain në [9], duke u bazuar në [10] dhe [11], për të treguar se ( , )a b A( ka 

dhënë si alternativë shumë efikase lemën e mëposhtme: 

 

Lemë 2.1.1. [9] Le të jetë S  një gjysmëgrup dhe ,a b S. Atëherë konditat e mëposhtme 

janë ekuivalente: 

1) ( , )a b A( [ ( , )a b G(] 

2) Për çdo 1,x y S , kemi  ax ay bx by,  [ xa ya xb yb] < 

 

Nga kjo lemë merret menjëherë ky rrjedhim: 

 

Rrjedhim 2.1.1. [9] Në qoftë se e  është një idempotent i gjysmëgrupit S  dhe a S. 

Atëherë konditat e mëposhtme janë ekuivalente: 

 

1) ( , )e a A( [ ( , )e a G(] 

2) ae a dhe për çdo 1,x y S , kemi  ax ay ex ey  

           [ea a dhe për çdo 1,x y S , kemi  xa ya xe ye]  < 
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2.2   Gjysmʸgrupet abundantë dhe disa nënklasa të tyre 

 

  

Gjysmëgrupet abundantë kanë qenë objekt i studimit të shumë matematikanëve 

algjebristë që merren me studimin e gjysmëgrupeve. Fillimet e studimit të tyre datojnë 

qysh prej viteve ô70 dhe ka patur shum± punime mbi k±to lloj gjysm±grupesh. Siç do të 

shohim në vijim, klasa e këtyre gjysmëgrupe është një zgjerim i klasës së njohur të 

gjysmëgrupeve të rregullt. Kështu qëllimi i algjebristëve që janë marrë me studimin e tyre 

ka qenʸ q± shum± veti t± gjysm±grupeve t± rregullt ti shtrijn± edhe p±r klas±n e 

gjysmëgrupeve abundantë.  

 

Përkufizim  2.2.1. [9] Një gjysmëgrup do të quhet abundant atëherë kur çdo G (- klasë 

dhe çdo  A(- klasë e këtij gjysmëgrupi përmban të paktën një idempotent.  

Ndryshe, themi se gjysmëgrupi S quhet abundant vetëm atëherë kur: 

 

,  R ( ) L ( )
a a

a S E S E S
 

 

Meqenëse në gjysmëgrupet e rregullta, çdo G - klasë dhe çdo A- klasë përmban një 

idempotent dhe meqenëse çdo gjysmëgrup përfshin vetveten atëherë rrjedh menjëherë se 

çdo gjysmëgrup i rregullt është abundant. Abundantë janë gjithashtu edhe gjysmëgrupet 

orthodoksë dhe inversivë. Pra klasa e gjysmëgrupeve abundantë përfshin klasën e 

gjysmëgrupeve të rregullt. 

Kʸtu mʸ poshtʸ po japim pʸrkufizimin e disa nʸnklasave tʸ gjysmʸgrupeve abundant. 

 

Përkufizim  2.2.2. [13] Gjysmëgrupi abundant S  quhet kuasi ï adekuat vetëm atëherë 

kur ( )E S  është nëngjysmëgrup i tij. 

 

Përkufizim  2.2.3. [13,14] Gjysmëgrupi quasi ï adekuate S  quhet adekuat vetëm atëherë 

kur ( )E S  është nëngjysmëgrup ndërrues i tij. 

Nga këto përkufizime rrjedh menjëherë se klasa e gjysmëgrupeve kuaziadekuatë përfshin 

atë të gjysmëgrupeve ortodoksë dhe klasa e gjysmëgrupeve adekuatë përfshin atë të 

gjysmëgrupeve inversivë.  

Në [14], (proposition 1.3 (4)) jepet ky pohim për të karakterizuar gjysmëgrupin adekuat:  

 

Pohim 2.2.1. Një gjysmëgrup S  është adekuat vetëm atëherë kur çdo G (ï klasë dhe çdo  

A(ï klasë përmban një idempotent të vetëm dhe gjysmëgrupi <( )E S  > ( )E S  është i 

rregullt. < 

Ne do të shënojmë me a  dhe  a  idempotentët e vetëm respektivisht të klasave 
a

R  dhe 

a
L  për çdo element a S, ku S  është një gjysmëgrup adekuat. Kështu që 

{ } ( )
a

a R E S  dhe  { } ( )
a

a L E S . Nga ky përcaktim i elementëve a  dhe a , 
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rrjedh menjëherë se: a a a aa a aa , për më tepër, për a S dhe ( )e E S  do 

të kemi gjithashtu: ( )ea ea  dhe ( )ae a e. 

 

 Përkufizim  2.2.4. [9] Gjysmëgrupi abundant S  quhet superabundant  vetëm atëherë 

kur çdo  =  (- klasë e tij përmban të paktën një idempotent. 

Ne do të tregojmë se për çdo element aÇS,  kemi Ra Å R(a . Gjithashtu, do të sjellim 

shembuj që tregojnë përfshirjen e mirfilltë të klasës së gjysmëgrupeve të rregullt në 

klasën e gjysmëgrupeve abundantë, të klasës së gjysmëgrupeve kuazi-adekuaty në klasën 

e gjysmëgrupeve orthodoksë dhe të klasës së gjysmëgrupeve adekuatë në klasën e 

gjysmëgrupeve inversivë.  

Shënojmë Ra dhe R(a përkatsisht klasat e ekujvalencës të elementit a sipas relecioneve G 

dhe G ( në S. Pra do të kemi: 

 

Ra = { xÇ S / xG a }    dhe   R(a = {  xÇ S / xG (a }  

 

Nëse bÇ Ra atëherë do të kemi: 

 

bG a    (a)r = (b)r   aS
1
 = bS

1
 

 

 që do të thotë se ekzistojnë elementët s,tÇ S
1
 për të cilat  a = bs  dhe  b = at. Në këto 

kushte, për çdo  x,y Ç S
1
  janë të vërteta implikimet: 

 

xa = ya  ø  xaö t = ya öt  ø  xb = yb    

dhe    

xb = yb  ø  xbö s = yb ös  ø  xa = ya 

 

Pra,  xa = ya  Ò  xb = yb. Kështu, duke shfrytëzuar vërejtjen 2.1.1. rrjedh se  bG (a  ose  

b Ç 
a

R
 
Kemi treguar që për çdo  a Ç S,  Ra Å R(a.  Nga sa pamë më sipër për G - klasat  

dhe G (- klasat në një gjysmëgrup 

S, do të kemi këtë paraqitje  të tyre 

me anë të diagramave të Venit: 

Pra, mund të konkludojmë se çdo 

G (- klasë është bashkim G -

klasash. Pra, R(a =

a

x

x R

R .                                        

El. Qallali në [12] tregoi se kur elementët a dhe b të gjysmëgrupit S  janë të rregullt, 

atëherë kemi aG (b Ò aGb 
 
dhe  për më tepër, kur S është gjysmëgrup i rregullt kemi    
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G (
 
= G . Në mënyrë duale tregohet se të gjitha vetitë që pamë më lart për relacionin G ( 

janë të vërteta edhe për relacionin A(. 

Tani do të sjellim dy shembuj që tregojnë përfshirjen e mirfilltë të klasave të 

gjysmëgrupeve të rregullt, orthodoksë dhe inversivë, përkatsisht në klasat e 

gjysmëgrupeve abundantë, kuazi-adekuatë dhe adekuatë. 

 

Shembull  2.2.1. Në bashkësinë  S = N x{1} =  {(n,1) / n Ç N } ku N është bashkësia e 

numrave natyror± dhe 1 nj±shi i numrave natyror±, p±rcaktojm± veprimin  ñöò t± till± q±: 

 
2(( ,1), ( ,1)) ,  ( ,1) ( ,1) ( ,1)n m S n m nm  

 

Nga vetia e shoqërimit e shumëzimit të zakonshëm në bashkësinë e numrave natyrorë N 

rrjedh menjëherë vetia e shoqërimit e shumëzimit ñöò n± S. Kështu  (S, ö) është 

gjysmëgrup.  

Le të jetë (k,1) një idempotent në S. Atëherë kemi: 

 
2 2( ,1) ( ,1) ( ,1) ( ,1) ( ,1) 1k k k k k k k k  

 

Kjo tregon se i vetmi idempotent në S është elementi (1,1). Pra, 

 

E(S) = {(1,1)} 

 

Nëse (n,1) është një element çfardo i gjysmëgrupit S atëherë shohim se: 

 

1)  (1,1)ö(n,1) = (n,1) 

 

2)  Për çdo dy elementë  (x,1), (y,1)  në S kemi: 

       (x,1)ö(n,1) = (y,1)ö(n,1)    (xn,1) = (yn,1)  

                                                xn = yn  

                                                x = y  

                                                (x,1) = (y,1)  

                                                (x,1)ö(1,1) = (y,1)ö(1,1) 

Nga 1) dhe 2), si dhe në bazë të rrjedhimit 2.1.1, rrjedh se (1,1)G ((n,1). Në të njëjtën 

mënyrë tregohet se (1,1)A((n,1). Kështu konkludojmë se çdo G (- klasë dhe çdo A(- klasë 

e gjysmëgrupit S  përmban idempotentin (1,1). Pra gjysmëgrupi (S, ö) është abundant. Në 

fakt, për rastin konkret kemi një G (- klasë dhe një A(- klasë të vetme që përputhen me 

vetë S, dmth  S x S = G (
 
= A( 
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Meqʸ  E(S) = {(1,1)} dhe (1,1)ö(1,1) = (1,1) rrjedh që E(S) është nëngjysmëgrup ndërrues 

i S, që do të thotë se S është njëkohësisht kuazi-adekuat dhe adekuat. 

Por  (S, ö) nuk është i rregullt dhe për pasojë as ortodoks e as inversiv, sepse asnjë 

element i S përveç (1,1) nuk është i rregullt. Vërtetë sikur për ndonjë element (n,1) të 

ekzistonte elementi (p,1) i tillë që:   

(n,1)ö(p,1)ö(n,1) = (n,1) 

atëherë do të kishim:  

(npn,1) = (n,1)  prej nga  npn = n  ose np = 1  dmth  n = 1  dhe  p = 1. 

Ky shembull tregon qartë se klasat e gjysmëgrupeve të rregullta, orthodoks y dhe 

inversivë përfshihen në mënyrë të mirfilltë përkatsisht tek klasat e gjysmëgrupeve 

abundantë, kuaziadekuatë dhe adekuatë. < 

 

Shembull  2.2.2. Nga sa treguam në shembullin 1, rrjedh menjëherë se edhe gjysmëgrupi 

(N,ö) ku N ±sht± bashk±sia e numrave natyror± dhe ñöò, shumëzimi i zakonshëm në N, 

është gjithashtu një gjysmëgrup me cilësitë e gjysmëgrupit (S,ö) të shqyrtuar më sipër. < 

Një fakt interesant është se në [15], Sabine Koppelberg, ka përkufizuar në mënyrë të 

pavarur gjysmëgrupet abundantë duke u bazuar tek idealet minimale. Ne këtu nuk do të 

ndalemi gjatë, por vetëm do të tregojmë se këta dy përkufizime nuk janë ekuivalentë. 

Konkretisht, me anë të një kundy rshembulli do të tregojmë se nga përkufizimi i 

gjysmëgrupeve abundantë sipas  ( - relacioneve G ( dhe A( nuk rrjedh ai sipas idealeve. 

Ndërsa lidhje më të hollësishme midis tyre do të jenë objekt i studimit të mëtejshëm të 

gjysmëgrupeve abundantë. 

 

Përkufizim 2.2.5. [15]
 
Një ideal i majtʸ L në  S  quhet minimal, atëherë kur çdo ideal i 

majtʸ që përfshihet në L përputhet me vetë L. 

 

Në mënyrë të ngjashme jepet edhe kuptimi i idealit minimal të djathtë. 

 

Përkufizim 2.2.6. [15] Një gjysmëgrup S do të quhet abundant (sipas idealeve) atëherë 

kur plotësohen njëkohësisht dy kushte: 

(1) Çdo ideal i majtë në S pëmban një ideal të majtʸ minimal  

(2) Çdo ideal i majtʸ minimal i S, përmban një idempotent 

Ne do të tregojmë se përkufizimet e gjysmëgrupeve abundantë sipas - relacioneve dhe 

sipas idealeve minimalë të dhënë më sipër, nuk janë ekujvalentë.  

 

Kundʸrshembull  2.2.1. Le të jetë  S = {01, 02, 03, é. 0i, é} dhe ñöò shum±zim n±  S  i 

përcaktuar si më poshtë: 

                                               0i ö 0j = 0k    ku  k = max{i, j}  

 

Është e qartë se shumëzimi i përcaktuar në S gëzon vetinë e shoqërimit. Pra (S,ö) është 

gjysmëgrup. Gjithashtu, nga ky përcaktim rrjedh se   
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i Ç N,  0i ö 0i = 0i  

 

Kjo do të thotë se çdo element i S është idempotent, dmth S është gjysmëgrup abundant 

sipas ( - relacioneve G ( dhe  A(.   

Nga ana tjetër, le të supozojmë se L është një ideal i majtʸ i këtij gjysmëgrupi dhe n 

indeksi më i vogël elementëve të L. Nʸse 0i Ç L, atʸherʸ n   i  dhe  SL = L. Vërtetë, meqë 

L është ideal i majtë atëherë  SL Å L. Por kemi të vërtetë edhe përfshirjen L Å SL, sepse 

çdo element  0i Ç L  shkruhet në formën  0i ö 0i  dhe se  0i ö 0i  Ç SL.  

Tani, meqë  0n Ç L  dhe për çdo i > n,  kemi  0i  = 0i ö 0n   Ç SL = L, do të  rrjedhë:  

                                  

                                                      L = {0n, 0n+1, 0n+2, é. } 

Kështu kemi treguar se kur L është një ideal i majtʸ i S atëherë ai është i formës së 

treguar më sipër. Por, nga përcaktimi i veprimit në gjysmëgrupin S  është e vërtetë 

gjithashtu se çdo nënbashkësi e S e formës:  

 

                                                     Ln = {0n, 0n+1, 0n+2, é. }     (2.2.1) 

 

është ideal i majtʸ në S. Kjo do të thotë se idealet e majta në S janë vetëm ato të formës së 

mësipërme (2.2.1), për  n Ç N. 

Tani është e qartë se nga vetë trajta e idealeve të majta  Ln, asnjëri prej tyre nuk përmban 

ideal minimal, sepse për këto ideale ne mund të shkruajmë: 

 

L1 Â L2 Â L3 Âé..Â Li Âé.. 
 

Pra cënohet pika (1) e përkufizimit të gjysmëgrupeve abundantë sipas idealeve, që do të 

thotë se S  nuk është abundant sipas këtij përkufizimi.  

Kështu, nga kundërshembulli i mësipërm arrijmë në përfundimin se përkufizimet e 

gjysmëgrupeve abundantë sipas ( - relacioneve G (, A( dhe idealeve, nuk janë 

ekujvalentʸ. < 

Po japim tani përkufizimet e disa tipeve të tjerë gjysmëgrupesh abundantë. 

 

Përkufizim  2.2.7. [17,18] Gjysmëgrupi adekuat S  quhet adekuat i tipit A, atëherë kur 

pʸr do element a  nga S  dhe pʸr pʸr do idempotent e  nga ( )E S  tʸ kemi: 

eS aS eaS    dhe   Se Sa Sae 
J. B. Fountain n± [14] dhe  M. V. Lawson n± [16], kan± dhʸnʸ edhe njʸ pʸrkufizim tjetʸr 

pʸr gjysmʸgrupet adekuatʸ tʸ tipit A: 

 

Përkufizim  2.2.8. [14,16] Gjysmëgrupi adekuat S  quhet adekuat i tipit A, atëherë kur 

pʸr do element a  nga S  dhe pʸr pʸr do idempotent e  nga ( )E S  tʸ kemi: 

 

( )ea a ea     dhe   ( )ae ae a 
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Ne nuk po ndalemi kʸtu pʸr tʸ treguar ekujvalencʸn e k±tyre dy pʸrkufizimeve, sepse nuk 

ʸshtʸ ky qʸllimi ynʸ. 

 

Përkufizim 2.2.9. [19] Një gjysmëgrup abundant S quhet idempotent-connected (shkurt 

IC) nëse për çdo a  S  ekzistojnë 
*( ) aa E S R , 

* *( ) aa E S L   dhe bijeksjoni          

: < a
+ 

>  < a(
 
>  i tillë që  ( )xa a x   për të gjitha  x  < a

+ 
>   

Le të jetë S një gjysmëgrup abundant me bashkësi idempotentësh  E  dhe  U  një 

nëngjysmëgrup i tij . 

 

Përkufizim 2.2.10. [12] Nëngjysmëgrupi  U  i S  do të quhet -nëngjysmëgrup i majtʸ (i 

dhjatht) i  S  në qoftë se për çdo a U,  ekziston e U E(S)  i tillë që:   

aA((S)e   [aG((S)e] 

Në rastin kur U është njëkohësisht -nëngjysmëgrup i majtʸ dhe i djathtʸ i S, atëherë  U  

do të quhet -nëngjysmëgrup i S. 

Në [12], El ï Qallali, me anë të lemës së mëposhtme tregon se si mund të gjendet një                

-nëngjysmëgrup i një gjysmëgrupi abundant S: 

 

Lema 2.2.1. [12] Nëqoftë se S është një gjysmëgrup abundant dhe  e  një idempotent i tij, 

atëherë eSe është - nëngjysmëgrup i S. < 

Duke u nisur nga përkufizimi për nëngjysmëgrupin transversal inversiv S
o
 të një 

gjysmëgrupi të rregullt S, i dhënë në [20] nga D.B. McAlister dhe T.S. Blyth, A. El. 

Qallali në [18] ka dhënë këtë përkufizim të ngjashëm në gjysmëgrupet abundantë: 

 

Përkufizim 2.2.11. [18] Le të jetë  S
o
  një -nëngjysmëgrup adekuat i gjysmëgrupit 

abundant S dhe E
o 

semillatica e idempotentëve të S
o
. Atëherë S

o
 do të quhet adekuat 

transversal për S nëse për çdo element  x S, ekziston një element i vetëm  x
o

S
o
 dhe 

idempotentët  e, f  E(S) të tillë që      x = ex
o
f,  ku  eAx

o+
 dhe  f Gx

o( për  x
o+

, x
o( E

o
.  

A. El. Qallali në [18] ka treguar se idempotentët  e dhe  f  janë të vetmit elementë të 

përcaktuar nga x dhe të tillë që  eG(x  dhe  f A(x  në S. Ne do ti shënojmë ato pʸrkatsisht 

me  ex  dhe  fx. Në [21] X. J. Kong ka vërtetuar pohimin e mëposhtëm: 

 

Pohim 2.2.2. [21] Nëse S
o
 është një nʸngjysmʸgrup adekuat transversal i një gjysmëgrupi 

abundant S, dhe a,b S
o
, c S janë të tillë që aG(cA(b, atëherë c  S

o
.  < 

Duke u bazuar në pohimin e mësipërm, Xiangjun Kong dhe Pei Wang në [22] vërtetuan 

dy pohime të tjerë të rëndësishëm: 

 

Pohim 2.2.3. [22] Nëse S është një gjysmëgrup abundant me një adekuat transversal S
o
, 

atëherë çdo element i rregullt  x S  ka një invers të vetëm në S
o
, pra 1oV x S   < 

 

Pohim 2.2.4.  [22] Le të jetë S një gjysmëgrup abundant me një  adekuat transversal S
o
. 

Në këto kushte, gjysmëgrupi  S  do të jetë i rregullt vetëm atëherë kur S
o
 është gjysmëgrup 

inversiv.  < 
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Kapitulli 3 

 

3.  GJYSMɪGRUPET KUAZI-ADEKUATɪ 

 

 

 

Siç pamë në kapitullin paraardhës, gjysmëgrupet kuazi-adekuatë përbënin një nënklasë të 

klasës së gjysmëgrupeve abundantë, ku bashkësia e idempotentëve të një gjysmëgrupi të 

tillë formonte nëngjysmëgrup. Në këtë kapitull ne do të ndalemi fillimisht në disa veti 

kryesore të gjysmëgrupeve kuazi-adekuatë duke përgatitur terrenin për ndërtimin e një 

lloji të veçantë gjysmëgrupi kuazi-adequat që do përbëjë dhe pjesën kryesore të këtij 

kapitulli.  

  

 

3.1. Disa njohuri bazë mbi gjysmëgrupet kuazi-adekuatë 

 

 

El-Qallali në [12] futi konceptin e idempotentit medial dhe medial normal në 

gjysmëgrupet abundantë. Le të jetë  S  një gjysmëgrup abundant dhe  E  bashkësia e 

idempotentëve të tij. 

 

Përkufizim 3.1.1. [12] Një idempotent  u  i gjysmëgrupit abundant S  quhet medial, në 

qoftë se  

                                                            ( ),  x E S xux x 
 

 ku ( )E S E  ʸshtʸ nʸngjysmʸgrupi i S  i gjeneruar prej idempotentʸve tʸ tij ( )E S E
. 

 

Përkufizim 3.1.2. [12] Një idempotent medial  u  i njʸ gjysmʸgrupi abundant quhet 

normal, në qoftë se banda uEu  është ndërruese.  

Është evidente që uEu  është bandë idempotentësh sepse ,x uEu  kemi: 

 
2 ( )x x x uyu uyu u yuy u uyu x 

 

dhe për çdo dy elementë ,uxu uyu uEu 

 

( )uxu uyu u uxu uyu u uEu 

 

sepse prodhimi uxu uyu  është element i E  si prodhim dy idempotentësh. 

 

Pohim 3.1.1. [12] Nëqoftëse S  është një gjysmëgrup abundant që përmban një 

idempotent medial u, atëherë kemi: 

 



20 

 

,  ,  ,  
x x

x S e R E f L E x eux xuf euxuf
 

 

Vʸrtet, nga rrjedhimi 2.1.1  rrjedh:  

 

( , )
x

e R E e x x ex eue x eu ex eux, 

dhe 

( , )
x

e L E e x x xf x fuf xf uf xuf  
 

Kështu nga x eux  dhe x xuf  ne kemi x euxuf  < 

 

Pohim 3.1.2. [23] Nëqoftë se S  është një gjysmëgrup abundant që përmban një 

idempotent medial  u , atëherë  uS ,  Su ,  dhe  uSu janë gjysmëgrupe kuasi-adekuate të 

tilla që:  

( ) ,  

( ) ,  

( )

E uS uE uE

E Su Eu Eu

E uSu uEu uEu
  

 

Përkufizim 3.1.3.  [24] Një element u  i një gjysmëgrupi S  quhet njësh i mesëm i S  në 

qoftë se aub ab për të gjithë elementët ,a b S. 

 

ćsht± evident fakti se katrori i njʸshit tʸ mesʸm 2u  është idempotent, por nuk mund të 

themi të njëjtën gjë për elementin u  

 

Përkufizim 3.1.4. [2] Një bandë E  quhet normale at±her± kur p±r do tre elementʸ 

, ,e x y E kemi:   
exye eyxe 

 

Lema 3.1.1.  [23] Nëse E  është bandë që përmban një idempotent medial normal  u , 

atëherë E  është bandë normale. < 

Duke shfrytzuar lemʸn e mʸsipʸrme ne kemi vʸrtetuar lemʸn e mʸposhtme e cila do tʸ na 

shʸrbej mʸ pas kur tʸ kalojmʸ nʸ ndʸrtimin e gjysmʸgrupit kuazi-adekuat: 

 

Lema 3.1.2. Nëse S është një gjysmëgrup abundant që përmban një idempotent medial 

normal u , atëherë Sështë kuazi-adekuat vetëm kur  u  është njësh i mesëm në S. 

Vërtetim: Nëse u  është njësh i mesëm në  S, atëherë për të gjithë x,y në E  kemi: 

 

                        2( )xy xy xy x uyu uxu y x uxu uyu y xx yy xy 
 

që do të thotë se S është gjysmëgrup kuazi-adekuat.  

Anasjellas, supozojmë që S është gjysmëgrup kuazi-adekuat. Atëherë E  është bandë 

dhe pʸr mʸ tepʸr bandʸ normale (lema 3.1.1). Atʸherʸ nʸse  ,e f E  do tʸ kemi: 
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( ) ( ) ( )

     ( ) ( )

     ( )

     ( ) ( )

     

euf euf uu euf e u fu e uf

e fu u e uf e f ue u f

e f u ue f

ef u ef

ef

 

 

Barazimi  euf = ef  do tʸ thotʸ  u është njësh i mesëm nʸ E . Por meqë S është kuazi-

adekuat, atʸherʸ për të gjithë ,x y S, do tʸ ekzistojnë ,e f E të tilla që  x A(e  dhe  

y G(f   prej  nga rrjedh se  x = xe   dhe   y = fy.  Nʸ kʸto kushte do të kemi:  

 

                                ( )xuy xe u fy x euf y x ef y xe fy xy  

 

që tregon se u është njësh i mesëm në S.< 

 

 

 

3.2. Ndërtimi i gjysm ëgrupit  kuazi-adekuat që përmban një idempotent medial  

       normal 

 

 

Në këtë pjesë ne do të përshkruajmë ndërtimin e gjysmëgrupeve kuazi-adekuatë të cilët 

përmbajnë një idempotent medial normal. Ky ndërtim do të realizohet nëpërmjet një 

bande  E   e cila përmban një idempotent medial normal  u  dhe një gjysmëgrupi adekuat  

S me semillaticë idempotentësh 0E uEu. 

Tani le të jetë E  një bandë që përmban një idempotent medial normal u  dhe S një 

gjysmëgrup adekuat me semillaticë idempotentësh 0E uEu. Le të jenë G dhe  A  

relacionet e Grinit në E .  Nga lema 3.1.1. rrjedh që E  është bandë normale dhe për më 

tepër do të jetë e vërtetë kjo lemë: 

 

Lema 3.2.1.  [23] Nëse  , ,  ,x y S e f E  dhe   e Gx ,   f Ay ,  atëherë   

(1)   xefy xy             

(2)   ( ) ( ) ,  ( ) ( )xef xy efy xy   < 

Le të marrim në konsiderate bashkësinë:  

 

K = K(E, S) = { (e, x, f)  Eu  S uE  :  e Ax ,  f Gx }  

 

Dhe përcaktojmë në K veprimin binar algjebrik si më poshtë: 

 

(e, x, f) (g, y, h) = ( ( ) , ,( ) )e xy xy xy h  
 

Ky veprim është i mirëpërcaktuar sepse: 
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                                   e Ax  e( )xy A ( )x xy  e( )xy A( )xy    

 

dhe dualisht do tʸ kemi gjithashtu edhe ( )xy hG *( )xy , që do të thotë se  

 

( ( ) , ,( ) )e xy xy xy h Eu S uE K 
 

Duke u nisur nga sa thamë më sipër, rrjedh vërtetësia e kësaj teoreme konstruksioni: 

 

Teoremë  3.2.1.  
            1)   K  me veprimin e mësipërm të përcaktuar në të është gjysmëgrup 

            2)   E(K) = { (e, x, f)  K : x  E
0
}  

3)  K  është gjysmëgrup kuazi-adekuat 

4)     ( , , )u u u u  është idempotent medial normal në  K 

5)  E(K) E   dhe  u Ku S 

Vërtetim:  

1) Le të jenë  (e, x, f), (g, y, h), (s, z, t)  K. Shohim që: 

 

   [(e, x, f) (g, y, h)] (s, z, t) = [ e( )xy , xy ,( )xy h ] (s, z, t) = 

                                           = ( e( )xy ( )xyz , xyz , ( ) )xyz t  = 

                                           = ( e(( ) ( ) )xy xy z , xyz , ( ) )xyz t  = ( e( )xyz , xyz , ( ) )xyz t  
 

Në mënyrë të ngjashme gjejmë gjithashtu: 

 

(e, x, f) [(g, y, h) (s, z, t)] = ( e( )xyz , xyz , ( )xyz t ) 

 

Kështu veprimi i përcaktuar më sipër në  K  gëzon vetinë e shoqërimit, dmth K është 

gjysmëgrup në lidhje me këtë veprim. 

2)   Nëse  (e, x, f)  E(K)  atëherë   

(e, x, f) 
2
 = ( e( )xx , xx, ( )xx f )  =  

                          = ( e( )xx , xx, ( )xx f ) =  (e, x, f) 

Pra,  
2x xx x 0E  

Anasjellas,  nëse (e, x, f)  K  dhe 
2x x 0E  , do të kemi:  

 

(e, x, f) 
2
 = (e( )xx , xx, ( )xx f) =  

    =  (ex , x, x f) = 

                                                            =  (e, x, f) 

kështu që 

       E(K)  = {  (e, x, f)  K :  
0  }x E

 
 

3) Nëse (e, x, f)  K, mund tʸ provojmʸ qʸ(e, x, f) A (e, x , f)  në  K  ku (e, x , f)  E(K) 
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Së pari  shohim se: 

                                (e, x, f) (e, x , f) = ( e ( x x )
+
, x x ,( x )x  f ) =  

                                                           = ( ex
+
, x , x f ) =  

                                                           = (e, x, f) 

 

Së dyti  nëse  (g, y, h), (s, z, t)  K  do të kemi: 

 

(e, x, f) (g, y, h) = (e, x, f) (s, z, t)    (e, x , f) (g, y, h) = (e, x , f) (s, z, t) 

Por, 

(e, x, f) (g, y, h) = (e, x, f) (s, z, t) ( ( )e xy , xy ,( ) )xy h  = ( ( )e xz , xz ,( ) )xz t    

prej nga 

( )e xy  ( )e xz xy xz  ( )xy h ( )xz t   (i) 
dhe 

(e, x , f) (g, y, h) = ( ( )e x y , x y ,( ) )x y h    (e, x , f) (s, z, t) = ( ( )e x z , x z ,( ) )x z t  
 

Pra na duhet të tregojmë se: 

 

( ( )e x y , x y ,( ) )x y h = ( ( )e x z , x z ,( ) )x z t  
 

Për komponentët e mesit vërejmë se nga x  E  dhe x A x  në  S, do tʸ rrjedhʸ:  

 

xy xz x y x z   (ii)  

prej nga  

e( ) ( )x y e x z    (iii)  

 

Nnʸrsa, për komponentin e tretë shohim që:  

 

                                           x A x  x yA xy ( )x y A ( )xy  
 

Kështu, ( )x y  = ( )xy  dhe në mënyrë të ngjashme ( )x z  = ( )xz .  

Por meqenëse nga (i) kemi xy xz  atëherë:  

 

          ( )xy h ( )xz t   ( )x y h ( )x z t   (iv) 

 

Nga (i), (ii) , (iii) , (iv) rrjedh se: 

 

( ( )e x y , x y ,( ) )x y h = ( ( )e x z , x z ,( ) )x z t    

ose    

(e, x , f) (g, y, h) = (e, x , f) (s, z, t) 

Prandaj,   

                (e, x, f) (g, y, h) = (e, x, f) (s, z, t)  (e, x , f) (g, y, h) = (e, x , f) (s, z, t)   
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që në bazë të rrjedhimit 2.1.1. do të thotë se (e, x, f)A (e, x , f)  në K. Por meqenëse 

0x E , atëherë, nga sa treguam në 2) kemi (e, x , f)  E(K), që do të thotë se çdo  A - 

klasë në K  përmban një idempotent. Në mënyrë duale ne mund të provojmë gjithashtu se 

edhe çdo  G - klasë në K  përmban një idempotent. Pra,  K  është gjysmëgrup abundant.  

Për të treguar se K është kuazi-adekuat ne duhet të provojmë që E(K) është 

nëngjysmëgrup i K, dmth bandë. Vërtetë, nëse  (e, x , f), (g, y , h)  E(K),  atëherë 
0,x y E , që do të thotë se : 

                       xy 0E  dhe  (e, x , f) (g, y , h) = ( ( )e xy , xy ,( ) )xy h  E(K) 

 

 Kʸshtu qʸ  K  është edhe gjysmʸgrup kuazi-adekuat. 

4)  Shohim tani se elementi ( , , )u u u u  është idempotent medial in K. Vërtetë, në qoftë se         

( , , ) ( ) ( )e x f E K E K  atëherë kemi: 

 

( , , )( , , )( , , )e x f u u u e x f  = ( ex
+
, x , x u ) (e, x ,  f )   

                           = (e, x ,  x ) (e, x ,  f )  

         = (e, x ,  f ) 

 dhe nëse 

( , , )( , , )( , , );  ( , , )( , , )( , , ) ( )u u u e x f u u u u u u g y h u u u E K 

atëherë 

( , , )( , , )( , , )u u u e x f u u u ( , , )( , , )( , , )u u u g y h u u u = ( , , ) ( , , )x x x y y y  

                                                                      
( , , )

( , , )

xy xy xy

yx yx yx
  

                                                                    = ( , , )( , , )( , , )  ( , , )( , , )( , , )u u u g y h u u u u u u e x f u u u 
 

Kështu    ( ) u E K u  është semillaticë, që do të thotë se ( , , )u u u u   është idempotent 

medial normal në  K. 

5)  Le të jetë  : ( )E K E  i tillë që:  

 

                                          ( , , ) ( )e x f E K ,   [( , , )]e x f ef  

 

 - është syrjektiv sepse e E kemi  ( , , ) ( )eu ueu ue E K dhe 

 

 [( , , )]eu ueu ue euue eue e 
 

Tani, nëse  ( , , ),( , , )e x f g y h janë dy elementë nga ( )E K  të tilla që  

 

 [( , , )]  [( , , )]e x f ef gh g y h  
 

atëherë nga pʸrcaktimi i elementʸve tʸ K  ne kemi:  
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e Ax ,  f Gx , g Ay ,  h Gy   

ose 

   e Ax ,  f Gx , g Ay ,  h Gy  

sepse  0,x y E  që do të thotë se: 

                                              x x x    dhe    y y y,  

prej nga do të kemi: 

,  ,  ,  , 

,  ,  ,  

ex e xe x xf f fx x

gy g yg y yh h hy y 

 

Nʸ kʸto kushte janʸ tʸ vʸrteta implikimet: 

 

    

               

              

                

              

             

ef gh exf gyh

uexf ugyh

xuef yugh

xef ygh

xf yh

f h

 

    

               

              

                

               

             

ef gh exf gyh

exfu gyhu

efux ghuy

efx ghy

ex gy

e g

 

dhe sʸ fundmi, 

    

               

               

               

             

ef gh xf yh

xfu yhu

fux huy

fx hy

x y

, 

 

Nga ku rrjedh se,  ( , , ) ( , , )e x f g y h. Kështu   - është edhe injektiv, për pasojë bijektiv. 

Nga ana tjetër, 

                                 

 [( , , ) ( , , )]  [( , , )]

                                 

                                 

                                  [( , , )]  [( , , )]

e x f g y h exy xy xyh

exyh efxygh

exfgyh ef gh

e x f g y h
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që tregon se pasqyrimi  - është izomorfizëm dhe  ( )E K E. 

Le të jetë  :       u K u S  i tillë që   [( , , )( , , )( , , )]u u u e x f u u u x 

Pasqyrimi  - është syrjektiv sepse x S gjendet  ( , , )( , ,  )( , , )    u u u x x x u u u u K u  i 

tillë që 

[( , , )( , ,  )( , , )]u u u x x x u u u x
 

 

Gjithashtu,  - është edhe injektiv sepse për 

 

( , , )( ,  ,  f )( , , );  ( , , )( ,  ,  )( , , )    u u u e x u u u u u u g y h u u u u K u 

kemi 
 [( , , )( ,  ,  f )( , , )]  [( , , )( ,  ,  )( , , )]

                                    

                      ( , ,  ) ( , ,  )

( , , )( , ,  )( , , ) ( , , )( , ,  )( , , )

u u u e x u u u u u u g y h u u u

x y

x x x y y y

u u u x x x u u u u u u y y y u u u

   

për më tepër kemi:   

 [( , , )( ,  ,  f )( , , ) ( , , )( ,  ,  )( , , )]u u u e x u u u u u u g y h u u u  

                  
 [( , , )( , ,  ) ( ,  ,  )( , , )]u u u ex x x g y h u u u  

 [( , , )( ( ) , ,  ( ) )( , , )]u u u e xy xy xy u u u

xy
 

                                  [( , , )( ,  ,  f )( , , )]u u u e x u u u   [( , , )( ,  ,  )( , , )]u u u g y h u u u  
 

Pra përfundimisht kemi treguar se    është izomorfizëm dhe      u K u S.  < 

 

Tani do të tregojmë se çdo gjysmëgrup kuazi-adekuat S që përmban një idempotent 

medial normal u, mund të ndërtohet (me afërsinë e izomorfizmit) si më sipër duke marrë 

si bandë normale  E = E(S) dhe si gjysmëgrup adekuat nëngjysmëgrupin uSu  të S. Është 

e qartë se në bazë të  Pohimit  3.1.2.  kemi që  uSu  është gjysmëgrup kuazi-adekuat dhe 

se  E(uSu) = uEu. Për më tepër  uEu  është semillaticë sepse  u  është idempotent medial 

normal. Kjo konfirmon faktin se gjysmëgrupi uSu është adekuat. 

Në këto kushte në bazë të Teoremës 3.2.1, flitet për gjysmëgrupin kuazi-adekuat:  

 

( , ) {( , , ) :  K K E uSu e uxu f Eu uSu uE eA( ) ,uxu   f G *( ) }uxu

 

ku veprimi binar i përcaktuar në  K  ʸshtʸ: 

 

( , , ) ( , , ) ( ( ) , , ( ) ) ( ( ) , , ( ) )e uxu f g uyu h e uxuyu uxuyu uxuyu h e uxyu uxyu uxyuh  

  

Teoremë  3.2.2. [26]  Për çdo gjysmëgrup kuazi-adekuat  S  që përmban një idempotent 

medial normal  u  kemi:  ( , )  K E uSu S 

Vërtetim:  
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Le të jetë  f : K  S  i tillë që për çdo  (e, uxu, f) K  të kemi:  f [(e, uxu, f)] = x 

Nga ky përcaktim rrjedh se f ʸshtʸ funksion. Por  f  është syrjektiv sepse për çdo  x nga S  

gjendet elementi (( ) , ,( ) )uxu uxu uxu K  [ ( )uxu A( )uxu  dhe *( )uxu G *( )uxu ], për të 

cilin kemi: 

[(( ) , ,( ) )]f uxu uxu uxu x 
 

Nga ana tjetër, nëse për elementët ( , , ),( , , )e uxu f g uyu h K do tʸ kishim: 

 

                                                  f [(e, uxu, f)] = f [(g, uyu, h)],  

 

atʸherʸ do t±  rrjedhë  x = y. Prej nga marrim: 

 

                                                               uxu = uyu    (3.2.1)   

 

Por, meqë eA( )uxu  rrjedh e e ( )uxu   dhe  ( ) ( )uxu e uxu   dhe nga vërtetimi që 

Hui Chen i ka bʸrʸ nʸ [23] pik±s (1) t± lemës 3.2.1  do të kemi 0e E uEu. Nʸ kʸto 
kushte janʸ tʸ vʸrteta barazimet: 

e e ( ) ( ) ( )uxu uxu e uxu    (3.2.2) 

Në të njëjtën mënyrë tregohet qʸ: 

 

f *( )uxu ,  g ( ) ( )uyu uxu ,  h * *( ) ( )uyu uxu    (3.2.3) 

 

Nga  (3.2.2), (3.2.3)  rrjedh  e = g  dhe  f = h  që sëbashku me (3.2.1) kompletojnë faktin 

se:  

(e, uxu, f) = (g, uyu, h) 

 

Pra, funksioni  f  i ndërtuar më sipër është bijektiv. 

Së fundmi, për dy elementë çfardo  (e, uxu, f), (g, uyu, h) K  kemi: 

 

[( , , ) ( , , )] [(( ) , ,( ) ) (( ) , ,( ) )]

                            = [(( ) ( ) , ,( ) ( ) )]

                           

                           

f e uxu f g uyu h f uxu uxu uxu uyu uyu uyu

f uxu uxuyu uxuyu uxuyu uyu

xuy xy

[( , , )] [( , , )]f e uxu f f g uyu h

  

                                                                                          

që do të thotë se  f  është izomorfizëm dhe se  K (E, uSu)  S  < 
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Kapitulli 4 

 

4.  GJYSMɪGRUPET ADEKUATɪ 

 

 

 

Siç pamë në kapitullin e dytë, gjysmëgrupet adequatë ishin një nënklasë e rëndësishme 

klasës së gjysmëgrupeve abundantë. Ata përbënin gjithashtu një zgjerim të klasës së 

gjysmëgrupeve inversivë. Në këtë kapitull ne do të japim disa veti kryesore të tyre, si dhe 

do të formulojmë dhe vërtetojmë pohime të reja duke marrë shkas nga disa pohime 

analoge të formuluara në [28] nga El. Qallali për gjysmëgrupet kuazi-adekuatë. 

 

 

4.1.  Veti të gjysmëgrupeve adekuatë dhe disa kontribute të mëtejshme 

 

 

Në [14] jepet kjo lemë për të karakterizuar gjysmëgrupin adekuat:  

 

Lema 4.1.1. [14] Një gjysmëgrup S  është adekuat vetëm atëherë kur çdo G (-klasë dhe 

çdo  A(- klasë përmban një idempotent të vetëm dhe gjysmëgrupi  <( )E S  > ( )E S  

është i rregullt. < 

Për çdo element a S, ku S  është një gjysmëgrup adekuat, ne do të shënojmë me a  

dhe  a  idempotentët e vetëm respektivisht të klasave 
a

R  dhe 
a

L . Kështu mund tʸ 

shkruajmʸ:  

                                         
{ } ( )

a
a R E S   dhe  { } ( )

a
a L E S

 
 

Nga ky përcaktim i elementëve a dhe a , rrjedh menjëherë se:  

 

a a a aa a aa , 

 

për më tepër, për a S dhe ( )e E S  do të kemi gjithashtu:  

 

( )ea ea   dhe   ( )ae a e 
 

Në [27], kemi vërtetuar këtë lemë: 

 

Lema 4.1.2. Nëse S është një gjysmëgrup abundant që përmban një idempotent medial 

normal u, atëherë Sështë adekuat vetëm kur  u  është njësh në S. 

Vërtetim: Nëse S është gjysmëgrup adekuat dhe e E , atëherë   

 
2e eue e u eu ue 

 Kështu që: 

xu xx u xx x   dhe   ux ux x x x x 
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për të gjithë x  në S, ku  { }
x

x L E   dhe  { }
x

x R E .  

Kjo do të thotë se u është njësh i gjysmʸgrupit S.  

Anasjellas, nëse u është njësh i gjysmëgrupit abundant  S, atëherë u është edhe njësh i 

mesëm i tij. Kështu nga  nga lema 3.1.1 për gjysmëgrupet kuazi-adekuatë rrjedh se  S  

është kuazi-adekuat, dmth E  është bandë normale. Për më tepër, për të gjitha e, f  në E  

ne kemi:   

ef uefu ufeu fe 
 

Pra, E  është semillaticë dhe konfirmon faktin se Sështë gjysmëgrup adequat.  < 

Duke u nisur nga pohimi 1.3. në [28] (« Quasi-adequate semigroups » A. El. Qallali, J. 

B. Fountain, 1980) për gjysmëgrupet kuazi-adekuatë, ne kemi formuluar dhe provuar një 

pohim analog për gjysmëgrupet adekuatë: 

 

Pohim 4.1.1. Nëse S është një gjysmëgrup dhe R bashkësia e elementëve të rregullt në S, 

atëherë konditat e mëposhtme janë ekujvalente: 

a) S  është adekuat 

b) S  është abundant dhe R është nëngjysmëgrup inversiv i S 

c) R është nëngjysmëgrup inversiv i S dhe për çdo element a S kemi: 

 

                                   
* *  
a a

R L R R ,   

 

ku * *, 
a a

L R  janë klasat e ekujvalencës të elementit  a  sipas relacioneve A(dhe G ( 

në  S 

Vërtetim: 

a) b) 

Le të jenë  ,a b R dy elementy të çfardoshëm. Meqë  ,a b jënë element të rregullt, 

atëherë ekzistojnë përkatsisht elementët ' dhe 'a b  të tillë që: 

 

'  dhe 'a aa a b bb b 
Kështu kemi: 

( ' )( ' ) ( ' )( ') ( ')( ' ) ( )( ' ')( )ab aa a bb b a a a bb b a bb a a b ab b a ab 
 

që do të thotë se ab është gjithashtu element i rregullt. Kjo tregon se R është 

nëngjysmëgrup i S. Nga ana tjetër për çdo idempotent e S kemi e eee që do të thotë 

se e R, pra ( ) ( )E S E R . Por meqë S është adekuat, rrjedh se idempotentët në 

( ) ( )E S E R  janë të përkëmbyshëm e për pasojë R  është nëngjysmëgrup inversiv i S. 

b) c) 

Meqë nga b), R është nëngjysmëgrup inversiv i S, për të provuar c) mbetet të provojmʸ se 

për çdo element a S kemi:  
* *  
a a

R L R R  
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Kjo është evidente sepse çdo A(-klasʸ dhe çdo G (-klasë në S ka të paktën një 

idempotent i cili, si element i rregullt, bën pjesë edhe në R. Kështu që 
* *   dhe   
a a

R L R R , për çdo element a S. 

c) a) 

Meqë *

a
R L , do të thotë se ekziston elementi i rregullt b R i tillë që *

a
b L . Le 

të jetë ' ( )b V b , dmth  '   dhe  ' ' 'b bb b b b bb. Kʸshtu do tʸ kemi bA 'b b  e për 

pasojë edhe bA( 'b b. Por meqë 'b b është idempotent në S dhe meqë  aA(bA( 'b b 

rrjedh se çdo A(- klasʸ (dhe njëlloj çdo G (- klasë) në S ka të paktën një idempotent. Pra 

S është gjysmëgrup abundant. Nga ana tjetër, meqë R është inversiv do të thotë se ( )E R  

është nëngjysmëgrup ndërrues i R. Por meqë  ( ) ( )E S E R  rrjedh se S është gjysmëgrup 

adekuat. < 

Nga [19] (Idempotent- connected abundant semigroups, A. El. Qallali, J. B. Fountain, 

1981) kemi kʸto p±rkufizime: 

 

Pʸrkufizim 4.1.1. [19] Një homomorfizëm : S T , ku S dhe T  janë gjysmëgrupe, 

quhet homomorfizëm i mirë nëqoftëse për çdo dy elemente  a,b  të S kemi: 

 

aA(( )S b  ø  a A(( )T b     dhe    aG (( )S b  ø  a G (( )T b  
 

Pʸrkufizim 4.1.2. [19] Njʸ kongruenc±  në një gjysmëgrup S  quhet kongruencë e mire 

atëherë kur homomorfizmi natyral : /S S  është homomorfizëm i mire. 

 

Pohim 4.1.2. Nëqoftëse  S  është gjysmëgrup adekuat dhe  është kongruencë e mire në 

S , atëherë pʸr do idempotent a  tʸ gjysmëgrupit faktor /S  do tʸ ekzistojʸ 

idempotenti ( )e E S  i tillʸ që  e a . 

Vërtetim: Le ty  jeny  ( )
a

a R E S  dhe ( )
a

a L E S  dy idempotentyt e vety m ty  

klasave tʸ ekujvalencʸs 
a

R  dhe a
L . Pra do tʸ kemi a G (( )S a  dhe  a A(( )S a . Por, 

meqʸ  është kongruencë e mire në S , kjo do tʸ thotʸ se do tʸ kemi gjithashtu tʸ vʸrteta 

relacionet:  

( )a G (( / )S ( )a  dhe  ( )a A(( / )S ( )a  

ose    

( )a G ( )a  dhe  ( )a A( )a  
 

nʸ ndonjʸ gjysmʸgrup qʸ ka si nʸngjysmʸgrup tʸ tijin gjysmʸgrupin  /S .

Prandaj, meqʸ ( ),( ) ( / )a a E S  janʸ tʸ vʸrteta implikimet: 

 

( )a G ( )  [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]a a a a a a a  

dhe 
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( )a A ( )  [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]a a a a a a a  
 

Shy noj tani e a a   q  y syhty  njy  idempotent i ( )E S  si prodhim i dy idempotentyve ty  

gjysmy grupit adekuat S . Pʸr kʸtʸ idempotent kemi: 

 

( ) ( ) ( )

  [( )( ) ] [( )( ) ]

   = ( ) [( ) ( )] ( )

  ( ) [( ) ] ( )

  ( ) [( ) ] ( )

  ( ) [( ) ( )] ( )

  [( )( ) ] [( )( ) ]

  ( ) ( )

  

e a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a

a

 

 

Kjo pʸrfundon vʸrtetimin e kʸtij pohimi. < 

 

Pohim 4.1.3. Nëqoftëse  S  është gjysmëgrup adekuat dhe  është kongruencë e mire në 

S , atëherë edhe gjysmëgrupi faktor /S  është gjithashtu gjysmëgrup adekuat. 

Vërtetim: Sʸ pari do tʸ tregojmʸ qʸ gjysmëgrupi factor  /S  është gjysmʸgrup 

abundant. Le tʸ jetʸ  a  njʸ element fardo nga gjysmëgrupi faktor /S . Meqʸ 

gjysmëgrupi S  ʸshtʸ adekuat, atʸherʸ nʸ klasat 
a

R dhe 
a

L  do tʸ egzistojnʸ idempotentʸt 

e vetʸm pʸrkatsisht ( )
a

a R E S  dhe ( )
a

a L E S . Pra do tʸ kemi a G (( )S a  

dhe  a A(( )S a. Por meqʸ  ʸshtʸ kongruencʸ e mirʸ, do tʸ kemi gjithashtu: 

 

                                 ( )a G (( / )S ( )a  dhe  ( )a A(( / )S ( )a  
 

qʸ do tʸ thotʸ se klasat  e ekuivalencʸs 
a

R dhe 
a

L  tʸ gjysmʸgrupit faktor /S  

pʸrmbajnʸ pʸrkatsisht idempotentʸt  a   dhe  a . Pra, gjysmʸgrupi faktor /S  ʸshtʸ 

abundant. 

Nga ana tjetʸr, duke shfytʸzuar pohimin 4.1.2, pʸr do idempotent /a S  do të 

egzistojë idempotenti e  në ( )E S  të tillë që e a  dmth e a . Pra, bashkʸsia e 

idempotentʸve tʸ gjysmʸgrupit faktor /S  nuk ka elementʸ tʸ tjerʸ pʸrve atyre tʸ 

trajtʸs e  pʸr ( )e E S . Kʸshtu qʸ pʸr do dy idempotentʸ  e  dhe f  nʸ /S   ( ku 

, ( )e f E S ) do tʸ kemi ( ) ( ) ( )e f ef  qʸ ʸshtʸ gjithashtu idempotent i /S  sepse 

efʸshtʸ idempotent i S. Kemi treguar kʸshtu qʸ gjysmʸgrupi /S  ʸshtʸ kuazi-adekuat. 

Sʸ fundi, duke shfrytzuar faktin qʸ gjysmʸgrupi S  ʸshtʸ adekuat, kemi:  
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( ) ( )e f ef fe f e  
 

që do të thotë se idempotentët në /S  janë të përkëmbyshëm. Pra /S  është 

gjysmëgrup adekuat. < 

 

Pohim 4.1.4. Le tʸ jetʸ : S T  një homomorfizëm i mire i gjysmëgrupit adekuat S  

në gjysmëgrupin T . Nʸse f  ʸshtʸ një idempotent në S , atëherë do tʸ ekzistojʸ një 

idempotent e  në S  për të cilin kemi e f  dhe për mʸ tepʸr nʸngjysmʸgrupi S  i  T  
është adekuat. 

Vërtetim: Le të jety  f  një idempotent në S . Kjo do ty  thoty  se ekziston një element a  

në S  për të cilin kemi a f . Meqy  gjysmy grupi S është adekuat, klasat e 

ekujvalencys *

a
R  dhe *

a
L

 
përmbajny nga njy  idempotent ty vety m py rkatsisht a  dhe a .  

Shy mby llimet e a  dhe a  sipas homomorfizmit  jany  gjithashtu idempotenty n  y

n nygjysmy grupin S  t  yT . V rytet: 

( )a a a a a      

dhe     

( )a a a a a  
 

Nga ana tjetyr, meqy   syhty  homomorfizy m i mir  ykemi: 

 

a G (( )S a a G (( )T a a G( ')T a  

dhe  

a A(( )S a a A(( )T a a A( '')T a  
 

ku  'T  dhe  ''T  janʸ gjysmʸgrupe qʸ pʸrmbajnʸ gjysmʸgrupin T  si nʸngjysmʸgrup tʸ 

tyre. Nga a G( ')T a   dhe  a A( '')T a  nxjerrim kʸto barazime: 

 

;   ;   

;   ;   

a a a a a a

a a a a a a  

 

Duke shʸnuar tani e a a , i cili ʸshtʸ njʸ idempotent nʸ S  si prodhim dy 

idempotentʸsh tʸ tij, kemi: 
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( )

   ( ) ( )

   ( )

   ( )

   ( )

   ( )

   ( ) ( )

   ( ) ( )

   

   

   

e a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a

a

f

 

 

T  ytregojmy  tani qy  n nygjysmy grupi S   i  T  ʸshtʸ abundant. Le tʸ jetʸ a  njʸ element i 

fardoshʸm i  S  dhe  x   njʸ element i S  i tillʸ qʸ x a. Meqʸ gjysmʸgrupi S  ʸshtʸ 

adekuat, ekzistojnʸ idempotentʸt e vetʸm x  dhe x  pʸrkatsisht tʸ klasave tʸ 

ekujvalencʸs *

x
R  dhe *

x
L  sipas relacioneve G (

  
dhe  A(  nʸ S . Pra do tʸ kemi: 

 

x G (( )S x x G (( )T x  

                    x G( ')T x  

                       x G (( )S x  

               x G (( )S a   

sepse  'T T S .  

Pra, klasa e fardoshme e ekujvalencʸs  * /
a

R S G (( )S  pʸrmban idempotentin  

x . Nʸ tʸ njʸjtʸn mʸnyrʸ tregohet qʸ edhe klasa e fardoshme e ekujvalencʸs  

* /
a

L S A( ( )S  pʸrmban idempotentin  x . Kemi treguar kʸshtu se gjysmʸgrupi 

S  ʸshtʸ abundant. Tʸ tregojmʸ qʸ gjysmʸgrupi  ʸshtʸ kuazi-adekuat. Pʸr kʸtʸ duhet tʸ 

tregojmʸ se bahskʸsia e idempotentʸve  ( )E S  formon nʸngjysmʸgrup tʸ  S . Le tʸ 

jenʸ ,e f  dy idempotentʸ tʸ fardoshʸm tʸ S . Nga sa treguam nʸ pjesʸn e parʸ tʸ 

teoremʸs, do tʸ gjenden idempotentʸt  dhe 'f  tʸ gjysmʸgrupit adekuat  S, tʸ tillʸ qʸ 

'e e dhe 'f f . Nʸ kʸto kushte do kemi: 

 

( ) ( ) ( ' ' ) ( ' ' ) ' ( ' ' ) '

           ' ( ' ') ' ' ( ' ') '  

           ' ( ' ' ) ' ( ' ' ) ( ' ' )

           ( ' ') ( ' ') ' '

           

ef ef e f e f e f e f

e f e f e e f f

e e f f e e f f

e e f f e f

ef  

'e
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Pra  S  ʸshtʸ kuazi-adekuat. 

Por idempotentyt ,e f  tʸ gjysmʸgrupit S  jany  edhe ty  p rykʸmbyshʸm. Vʸrtet: 

 

' ' ( ' ') ( ' ') ' 'e f e f e f f e f e f e 
 

që konfirmon faktin se gjysmëgrupi S  është adekuat. < 

 

 

4.2.  Gjysmëgrupet adekuatë të tipit A 

 

 

Një rëndësi të veçantë në studimin e strukturave algjebrike ka studimi i homomorfizmave 

dhe izomorfizmave midis tyre, sepse ata transferojnë shumë veti strukturale nga një 

strukturë algjebrike në një tjetër. A. El - Qallali dhe J. B. Fountain, në artikullin e tyre 

ñQuasi-adequate semigroupsò (september 1981) kan± p±rkufizuar dhe studjuar 

ñhomomorfizmin e mir±ò t± nj± gjysm±grupi kuazi-adekuat  S  në një gjysmëgrup T. Ata 

përkufizuan gjithashtu ñkongruenc±n e mir±ò n± nj± gjysm±grup t± dh±n±  S  dhe treguan disa 

veti të këtyre homomorfizmave në gjysmëgrupet kuasi-adekuate. Në [29] ne bëmë një studim 

analog për gjysmëgrupet adekuatë, ndërsa në [30] e vazhduam këtë ide edhe për 

gjysmëgrupet adekuatë të tipit A, klasa e të cilave është një nënklasë e gjysmëgrupeve 

adekuatë dhe po e paraqesim këtu më poshtë.  

Në kapitullin e dytë ne pamë se gjysmëgrupi adekuat S  quhet adekuat i tipit A, atëherë 

kur pʸr do element a  nga S  dhe pʸr pʸr do idempotent e  nga ( )E S  tʸ kemi: 

 

eS aS eaS    dhe   Se Sa Sae 
 

Pohim 4.2.1. Nëqoftëse  S  është gjysmëgrup adekuat i tipit A dhe  është kongruencë e 

mire në S , at±her± pʸr do idempotent a  tʸ gjysm±grupit faktor /S  do tʸ ekzistojʸ 

idempotenti ( )e E S  i tillʸ q±  e a (dmth e a) 

Vërtetim: Le tʸ jetʸ a  njʸ idempotent farʸdo nʸ gjysmʸgrupin faktor /S . Meqenʸse  

S  ʸshtʸ adekuat i tipit A, dmth edhe abundant, do tʸ ekzistojnʸ idempotentʸt , ( )e f E S  

tʸ tillʸ qʸ  f G (( )S a  dhe  gA(( )S a . Por, meqenʸse  ʸshtʸ kongruencʸ e mirʸ, nga 

dy relacionet e fundit do tʸ rrjedhʸ: 

 

( )f G (( / )S ( )a  dhe  ( )g A(( / )S ( )a  

ose    

( )f G ( )a  dhe  ( )g A( )a  
 

nʸ ndonjʸ gjysmʸgrup T  qʸ ka si nʸngjysmʸgrup tʸ tijin gjysmʸgrupin faktor  /S  

Konstatojmʸ gjithashtu se elementʸt f  dhe  g  janʸ idempotentʸ nʸ /S . Vʸrtet: 

 

( ) ( ) [( ) ] ( )f f f f f    dhe   ( ) ( ) [( ) ] ( )g g g g g  
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Kʸshtu ne mund tʸ shkruajmʸ: 

 

( ) ( )    ( ) ( )f a t a f s       (4.2.1) 

dhe 

( ) ' ( )   ( ) ' ( )g t a a s g        (4.2.2) 

 

ku  , , ', 't s t s  janʸ elementʸ tʸ gjysmʸgrupit T. Nga barazimet (4.2.1) dhe (4.2.2) rrjedh 

menjʸherʸ: 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )a f f f a a  

dhe 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )a g a g a g  
 

Shʸnoj tani e f g, qʸ ʸshtʸ njʸ idempotent i ( )E S  si prodhim i dy idempotentʸve tʸ 

gjysmʸgrupit adekuat tʸ tipit A,  S . Pʸr kʸtʸ idempotent kemi: 

 

  (( ) ) ( ) ( ) [( )( )] [( )( )]

      = ( ) [( ) ( )] ( ) ( ) [( ) ] ( )

     ( ) [( ) ] ( ) ( ) [( ) ( )] ( )

     [( )( )] [( )( )] ( ) ( )

     

e f g f g a f g a

a f g a a f g a

a g f a a g f a

a g f a a a

a  

 

Kjo pʸrfundon edhe vʸrtetimin e kʸtij pohimi. < 

 

Pohim 4.2.2. Nëqoftëse  S  është gjysmëgrup adekuat i tipit A dhe  është kongruencë e 

mire në S , atëherë edhe gjysmëgrupi faktor /S  është gjithashtu gjysmëgrup adekuat i 

tipit A. 

Vërtetim: Sʸ pari do tʸ tregojmʸ qʸ gjysmëgrupi faktor  /S  është gjysmʸgrup 

abundant. Le tʸ jetʸ a  njʸ element fardo nga gjysmëgrupi faktor /S . Meqʸ 

gjysmëgrupi S  ʸshtʸ adekuat i tipit A, dmth edhe abundant, do tʸ ekzistojʸ idempotenti 

( )e E S  i tillʸ qʸ eG (( )S a. Nga ana tjetʸr, meqʸ  ʸshtʸ kongruencʸ e mirʸ nʸ S , 

(qʸ do tʸ thotʸ se epiomorfizmi kanonik /S S  është homomorfizʸm i mirʸ), nʸ 

/S  do tʸ kemi:   

( )e G (( / )S ( )a    ose   
( )

( )
a

e R  

 

ku  ( ) ( / )e E S . Pra çdo  G (- kalsʸ (dhe njʸlloj do A(- kalsʸ) nʸ /S ka tʸ 

paktʸn njʸ idempotent, qʸ do tʸ thotʸ se /S  ʸshtʸ abundant. 

Nga ana tjetʸr, duke shfytʸzuar pohimin 4.2.1, pʸr do idempotent /a S  do të 

egzistojë idempotenti e  në ( )E S  të tillë që e a , dmth e a . Pra, bashkʸsia e 

idempotentʸve tʸ gjysmʸgrupit faktor /S  do tʸ jetʸ:  

 



36 

 

( / ) { : ( )}E S e e E S  
 

Kʸshtu qʸ pʸr do dy idempotentʸ  e  dhe f  nʸ /S   ( ku , ( )e f E S ) do tʸ kemi: 
( ) ( ) ( )e f ef  dhe ( )ef  ʸshtʸ idempotent i /S  sepse efʸshtʸ idempotent i S . 

Kemi treguar kʸshtu qʸ gjysmʸgrupi /S  ʸshtʸ kuazi-adekuat. 

Tani, duke shfrytzuar faktin qʸ gjysmʸgrupi S  ʸshtʸ adekuat i tipit A, kemi:  

 

( ) ( )e f ef fe f e  
 

që do të thotë se idempotentët në /S  janë të përkëmbyshëm. Pra /S  është edhe 

gjysmëgrup adekuat.  

Sʸ fundi, pʸr tʸ treguar qʸ gjysmʸgrupi faktor  /S  ʸshtʸ adekuat i tipit A, duhet tʸ 

tregojmʸ se pʸr do element a  nʸ /S  dhe pʸr do idempotent e  nʸ ( / )E S  kemi: 

 

( )( / ) ( )( / ) ( )( )( / )  ( / )( ) ( / )( ) ( / )( )( )e S a S e a S S e S a S a e
 

Vʸrtet, 

( )( / ) ( )( / )

    ( ) ( ) ( ) ( )

    ( ) ( )

x e S a S

x e s x a t

x es x at
 

 

ku  ,t s S. Nʸ kʸto kushte do tʸ kemi: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                  ( ) [( ) ] ( ) ( ) ( )

                  ( ) ( ) ( ) ( )

                  ( ) ( ) ( ) ( )

                  ( ) ( ) ( )  

x a t e x e a s

e es e a s

e es e a s

es e a s

x e a s

                  ( ) ( ) ( / )        x e a S

 

Dmth, 

( )( / ) ( )( / ) ( )( )( / )e S a S e a S (4.2.3) 

Nga ana tjetʸr kemi:   
( )( )( / ) ( )( )( ) ( )x e a S x e a s eas  

 

pʸr ndonjʸ s S . Por, meqʸ  S  ʸshtʸ adequat i tipit A kemi: 

 

'eas eaS eS aS eas aS eas as 
 

pʸr ndonjʸ 's S. Atʸherʸ shkruajmʸ: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( / )x e a s e as e S                                          (4.2.4) 
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dhe 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ') ( ) ( ' ) ( ) ( / )x e a s eas as a s a S           (4.2.4ô) 

 

Nga (4.2.4) dhe (4.2.4ô) rrjedh se: 

 

( )( / ) ( )( / ) ( )( )( / )e S a S e a S (4.2.5) 

 

Sy  fundi, nga (4.2.3) dhe (4.2.5), py rftojm  ybarazimin: 

 

( )( / ) ( )( / ) ( )( )( / )e S a S e a S
 

Nʸ tʸ njʸjtʸn mʸnyrʸ tregohet edhe barazimi tjetʸr: 

 

( / )( ) ( / )( ) ( / )( )( )S e S a S a e  

 

q  ykonfirmojnʸ faktin se gjysmygrupi faktor ( / )S  syhty  adekuat i tipit A. < 

 

Pohim 4.2.3. Le ty  jety  : S T  një homomorfizëm i mire i gjysmëgrupit adekuat i 

tipit A, S  në gjysmëgrupin T . N sye f  syhty  një idempotent në S , atëherë do ty 

ekzistojy  një idempotent e  në S  për të cilin kemi e f  dhe për my tepy r 

n nygjysmygrupi S  i  T  është edhe ai adekuat i tipit A. 

Vërtetim: Le të jety  f  një idempotent në S . Kjo do ty  thoty  se ekziston një element a  

në S  për të cilin kemi a f . Meqy  gjysmy grupi S është adekuat i tipit A, klasat e 

ekujvalencys *

a
R  dhe *

a
L

 
përmbajny nga njy  idempotent ty vety m py rkatsisht a  dhe a .  

Shy mby llimet e a  dhe a  sipas homomorfizmit  jany  gjithashtu idempotenty n  y

n nygjysmy grupin S  t  yT . V rytet: 

 

( )a a a a a     dhe    ( )a a a a a  
 

Nga ana tjetyr, meqy   syhty  homomorfizy m i mir  ykemi: 

 

a G (( )S a a G (( )T a a G( ')T a  

dhe  

a A(( )S a a A(( )T a a A( '')T a  
 

ku  'T  dhe  ''T  janʸ gjysmʸgrupe qʸ pʸrmbajnʸ gjysmʸgrupin T  si nʸngjysmʸgrup tʸ 

tyre. Nga a G( ')T a   dhe  a A( '')T a  nxjerrim kʸto barazime: 

 
 


