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PARATHENIE

Studimi i gjysmégrupeve abundanté ka filluar relativisht voné. Kuptimi i tyre éshté futur

né teoriné algjebrike t§ j y s mtgrupeve nga ¢gjysma e dyty €
kaluar. Q& nga ajo kohé dhe deri mé sot, nuk kemi akoma ndonjé monografi té shkruar

mbi to pérvec njé numri té kufizuar artikujsh ku spikasin emrat e algjebristéve John

Fountain dhe A. El Qallal

Klasa e gjysmégrupeve abundanté éshté njé pérgjithsim ose zgjerim i klasés sé
gjysmégrupeve té rregullt.

Né vitin 1951 James Alexander Green futi né gjysmégrupe disa relacione shumeé té
réndésishmes , A, =, 9 dhe 2, té cilét u quajtén relacionet e GreénKéta relacione
luajtén njé rol té réndésishém né zhvillimin e métejshém té teorisé algjebrike té
gjysmégrupeve né pérgjithsi dhe té gjysmégrupeve té rregullt né vecanti. Kjo duket garté
edhe né monografité kryesoté shkruara nga Hawie dhe Clifofreston, té cilat
pérshkohen nga fillimi e deri né fund nga pérdorimi i kétyre relacioneve.

N+ vitin 1975, F. Pastijn, ny artikullin e
semigroup of matrices over a group widhe r 0 0 , Semi group -B4®r um, 10
futi pYr hery ty pary nzxz gjysmitg.patNwen r el aci
Fountain i shvynoi k&6t 4, =rledldhei?d s simguhes i mbol e

ndryshe dhe * relacione (yltrela c i 0 n e ) -it.tkuptintirtyeee sic do ta shohim né
vijim gjaté shjellimit t& tezés sé doktoraturés, jepet népérmjet relacioneve té njohura té
Greenit. Népérmjet kétyre relacioneve u pérkufizua gjysmégrupi abundant si gjysmégrup

né té cilin cdo G (- klasé dhe ¢cdoA ¢ - klasé pérmbajné té& paktén njé idempotent.

Pikérisht nga ky pérkufizim rrjedh dhe fakti se gjysmégrupet e rregullta jané njé nénklasé

e gysmégrupeve abundanté, sepsewsHoe n+ monografinz e ti] A
gj ys mzgr u pété&gedohimngé védetohet lehté, i karakterizon gjysmégrupet e

rregullta si gjysmégrupe né té cilat cd®- klasé dhe cdoA - klasé pérmbajné té paktén

njé idempotent, pér mé tepér né literatura té€ ndryshme pohimi i fundit merret edhe si
pérkufizim igjysmégrupeve té rregullt.

Mé pas u pércaktuan disa nénklasa té réndésishme té gjysmégrupeve abundant si ajo e
gjysmégrupeve kuaadekuaté dhe adekuaté, té cilat nga ana e tyre jané pérgjithsime
pérkatsisht té klasave té gjysmégrupeve té njohur ortéddis inversivé. Pérvec tyre u
pérkufizuan edhe shumé nénklasa té tyre si ajo e gjysmégrupeve adekuat té tipit A,
superabundanté, et;.



Shumé autoré jané marré me futjen e nocioneve té reja né kéto gjysmégrupe, si dhe me

Nen+x Kkzxt+ temx doktorature e cila titull ohe
abundanté dh@ d vy rit idmisa nznkl asave t+ tyreo, | emi
modest né zhvillimin e métejshém té késaj teorie relatitésing, duke vértetuar disa

teorema té reja si dhe duke ndértubra t v rté vie@nté gjysmeégrupesh, té cilat jané

nénklasa té klasés sé gjysmégrupeve abundanté.

Studimi i gjysmégrupeve abundanté ka njé réndési @nté&edhepér faktin se shumé

veti ty tyre lidhen ngushty pikYrisht me pr

mundur qY ato tY karakterizohen shpesh nvVYpyVy

ashtu si¢ ndodh edhe mggr'smégrupee rregullta, té cilétjané njé klasé mjaft ewsdiuar.

NY kY t Yy nénkyshte té taktuara s h u my pohi me tV njohur a

rregullta mund té implementohen né njé klasé mé té gjeré gjysmégrupesh, si¢ éshté ajo e
gjysmégrupeve abundanté.

Né té ardhmen njé réndési té vecanté né studinmeiaené kété fushé do té keté edhe
studimi i *- relacioneve né unaza né lidhje me shum#éze tyre, ndoshta duke futngé

kété ményré edheuptimin e unazave abundante, qease éshté njé fushé e palévruar
akoma. Objekt tjetér studimi do té jeté edheimmulndonjé lidhjeje gé mund té ekzistojé
midis gjysmégrupeve abundanté sipas relacioneve dhe gjysmégrupeve abundanté
sipas idealeve té dhéné né ményré té pavarur nga algjebristi gjesat@ine Koppelberg

ny [ PEf&ufizimii fundit, i cili nuk éshé ekuvalent me té parin (kété e kemi treguar

né kété punim me ané té njé kundérshembulli), lidhet me prezencén e té paktén njé
idempotenti né ¢do ideal minimal té niajt
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HYRJE

Kjio temy doktorature I kusht ohet studi mit t
pYyrgjigtjlyssimmgir upeve tVY rregullta.
Kontribut.i yny nYy kytyY punim konsiston krye

disa nynklasave tY ve-anta gjysmygrupesh abt
ve-anty tvy tyre.

Si- do tY shohgmysmagpupkuvuei abmndantyVy, ny tr
relacionet e pY»irdjAiz¥dhealy atty cGreenu futyn
paryY nY gjysmygrupe nga F. Pastijn my 19765.
tek relacionet e njohua t Y-it G5 A,& €9ndhe ?.

Puni mi yshty ndaryVy ny pesy kapituj. Ny kap
konceptesh dhe vetish tY njohura mbi gj ysmy
njy Afjaloro ty pYrshtraz&dkhkimlgmidoett emasshy
koncepte dhe veti janyY marry Kkryesisht nga
tyYy gjysmygrupeve, njyra nga J. B. Howie [ 2]
NY kapitullin e deytryel apcaisoinefvuet etny -ikgeqmttgijmetthy s
pYr kufi zi mi i gjysmygrupeve abundanty dhe i
Ky tu kemi dhyny edhe disa veti tyYy ryndVYsish
gy do tY na newmogitemypysosht pel vamhdi msi . f

gy pYrfagson edhe kontributinGtldasavelAny kvyty

klasave) dheG! - klasaveAl-klasave) nY njy gjysmygrup tvy d
qyVy tregojneg mirfshitryeny kl asys sV gj ysmyg

gjysmygrupeve abundanty, tvYy klasYys sY gjysmy
kuaztade kuat Vv S i dhe tvY kl asyYys sV gjysmygrupe
adekuaty. Vd ear pnyr KkKwt vt hlekpi t ul | edhe kundvVyr
ty treguar se pYrkufizimet e gjysmygrupeve
ty Girteedhy ny ny [ 11] (me tvy cilyt do merr en
gjysmygr updeevad eviepasdhiv nv ny [ 15] , (pYrkufiz

pavarur me tVY parin) nuk janyY ekuivalenty.
jety njy ndYr objektivat e punys time kVYrki:
prezencYnté& viedempoten

Kapitullli [ trety fillon me di sa pYyrkufiz
gjysmygrupeekukwurwzdhe tvy idempotentit medial
pYyrgatisin terrenin pYr tvYy kaluar enynjpj esyn
gjysmygr-apgekkatazi ci | pYr mban njvVy idempot e
pYyrfagson edhe kontr Nduti nhmit oinYynpy Sdpy y 8 mkaipl
ty reali zoheat +d uaescithpé&rmbdmonjé idempotent medial norroal



dhe njé gjysmégrupdekuatS me semillaticé idempotentéds® = uEu. KY t udo tée
tregojmé gjithashtu se ¢cdo gjysmégrup kuaadekuatS gé pérmban njé idempotent
medial normalu, mund té ndértohet (me aférsiné e izomorfizmit) si mé sipér duke marré
si bandé normald = E(S) dhe si gjysmégrup adekuat néngjysmégruy3a té S

Kapitul i [ katyrt Yshty tVYyryYysisht ikoontri bui
ny ar t i k uQuasiadequate senyigroeips ii[f 1 3] , kany vyrtetuar
gjysmygr sapetqulat &azi Ne ke mi arritur tvy for mul

anal oge pvVvr gjysmygrupet adekuaty dhe adek
vYytuar shtaty pohime tVYy reja.

Kapitul i [ pestyYy dhe tegfiysdabvgr up&useht ohet-
par i do tv ndy rtoj my gjysmygrupin e rregul
ny py r mj et nijtésreggll t¢ gjenenar prepidempotentéghi cili pérmban
njé idempodent medialu dhe njé gjysmégruportodoks me njéshS, banda e
idempotentéve té té cilit éshté izomorfe mEu. NY t VY n jYyjtyn kohy do 1

-do gjysmygrup i ti Ly i dhyny ndYrtohet nv
tregojmy se si mund tYy ndYrtojmy njy gjysmy
medial dhe si ¢do gjysmgr up i tilly mund tvYy karakterizo
semillaticys sy tij ty idempotentyYyve dhe vet
gjysmygrup tY rregullt qY pYrmbansinjidt uldleanp c

ndYy rtYmgoysmtgrup tY rregull €&qgépérqpaemér uar p
idempotent medial normai d he nj v gj ysmzgr ujy semiativaeer si v me
i dempot enEYyvsely t ¥z @ miENLt e me

Vi



Kapitulli 1

1. NJOHURI PARAPRAKE

Ny kyty Kkapitull do tvy japim disa kupti me,
shyrbejny pyr zhvillimin ny wvijim tyY pYy r mbé
marry nga botime tV ndryshme mbi teoriny a
artikuj ty ndryshym tvy botuar deri tani mb i
ter emat e kY ti] kapitul ne do tu referohem

Clifford dhe Preston [1] dhe Howie [2].

1.1 Kuptimi i gjysmygrupi:t

Le tvy jety dhyny nSdhefibrajsthkvepriem-dlagjdesmhimle,
binarPmwkufizi met e myposhtme janyY marryY nga

PY r k u 1.1.1zGrupoid quhet ¢ifti i radhitu(S9, kuS Y shtvy nj ¥y bashkyYsi

AdY shty njVy veprim binar | pYyrcaktuar ny tvVy.

PYyrkuflizVenpri mi ®binwnarS AfQquhet ocdhfotgy raes pyn - ¢

el ementy a,b,c tvy (Shcvaghit)t v i vyrtety barazin

PY r kufll.Z Grapoidi (SQ quhetgj ysmy gr up, ny d@o¥f¥shtvyvse v
shoqgYrues.
NY rastet kur nuk K@ nagtavthverrrye snay agpwner madl ettpwr i smhiyn

shkruaj mab t Nyeghtit y seabpyYr ndy gbygmébgy upi
vYyrtetvabblaar aatmhery t hemi qYpVYkYktyanhd ye sély anme n't

PYyrkutl&zNjmMm gjygsoqmuigeu ndYrrimtar, nyse -do d
pYr kY mhbReahpmr - do tdBkenddbebment y a, b
NY se ekzi sltewon dli,d mentqiy

X eSS X =1x= X,
aty hery ildvhsetmjwis kg j y s rBydgerkyqgysmt gr up ny kyty ras

guhetmonoid[ 2] . Ny [ 2] tregohet gjithashtu se - dc¢
gj ys mySgnukkkany s h , atyhery ne Yymwerddkneints Htyo jrmy, &



shy ngaxSu{l} dhe duke pYy$'pakt uealre mantfino, e sht
shum z i :mi n
Vse§ d=1s= g

giysny g r ®’pkthehet monoi d. Ishty e Qgq8rktay ngé& shkur

atyIsepwrputdh&lty me&] thtulhese gkut hasykagj yymy gru
paktyn dy elyeambmtn Oty vy tel émenqt : i

eSS XND=0x=0

av hervy Kky eZereemeqjty sqndydperdwphetigysm gr up me zer o. E
ny kyYtyYy rast gjysmygrupi nuk mund tVY pYr mbaj
Snuk ka zero, ne nkeislduathpy zg] emepnmyOg&t & dhVy nc
tilly qvVv:

VseS 9=0s=0
Formohet ny kYty mynyry njvy gjysShygrup i ri
PraS® = SU{0} .

PY r k uf.1.52Nij elemente i gj Yy s mySguuhetpdempotenat ¥ her vy kur Y st
i vyrteteY=eébar azi mi

BashkYsiny e idempotSestynwg mES) mose kurnghhkg s my gr u g
nga¥ rresa e shE.nojmy thjesht

NY sAedheB j any dy nY nrbjays hkjySsavnirtegrryu pme ABsdomb o | i n

v kuptojmy bashkyYsiny:

{abe S‘ ac AN be B

NdY r svaepmei m t mgiande@elptruani Sinygmpamhgvespgnt ,
do tVY Kkupninbipan wetprtii |l Iy qV:

V@b e A, acb=a
kuveprimin”’- anyn e djathty tvyS.barazimit YshtVyY ver

PYyr kuflil@iNmgqof ty s e nj Ve nmngnbyassny @yrsuipti ¥ e
gyndrueshme nY l i dhj elT amle) ,veptTy $hdomys ek ut i e ( d
veprimin e induktuar ng® n YT quhetn Yy ngj ys 8y grup i

PYyrkull7zNmof tAY shmtjyy ny nbashky si e 1®BjY gjysm
atymemygj ysmygrupiSny mpy tAMmMbdamgal quaj my nyngjy
t StY gj eneA.uar nga

ku me nyngjysmygrup Andokuptomy vagnb | gsggr mpan e
pYyrfshihet ny -do ny ng Aykymyyyr apngdjyes mirgrquwp

shy nxiAmYose nganjVyAerYy edhe me

2



1.2 Idealetdhe homo mor f i zmat nY gjysmygrupe

Le ty jety dhXSmdheAmy Yy ngphaSnhlgyap e

PY r kufadlaNvnnb a s h A ¢S quaetideal imajty i g yS,myggorfu piste

SACA,i deal [ AsaAhthe mndeal (ose i Meahty dyan
ny kohysisht ideal i mapty dhe i djathty i 4gj
Ishty e garty s e -do i deal [ njy gjysmyagr
ny ngjysmygrup i tij, ndyrsa e anasjella jo

gjysmY g r &,pey S ysht ny ideal sepseSSC S.NY s e gj yS pismganu p i
elementin zero, ahey npy ideal tetri Sy s ht vy edh{f .¥rasthé&?v simga kupt
i zeros kemi:0S= S0= {0}, ku me simbolin0S kuptojm¥ {0}S . K¥to dy ideale %

gj ys my$ qubep ideale jovtmirvfilltaty t i j , ndy r slaincttydhom i d e a l t
ngaS dhe nga{0} ({0} cl cS)quhetquhet iideal i miry fillty i
Pyrkul22lidreal i (i deald] il imapjty , gjSgeguiaet gr upidj e

minimal (minimal i majt, minimal i djatnt) aty her vy Kk uri devyal +{do mad 4
ideal t¥ytyjpratthtdxt)ykemy =1.

Nga tvy gjithy ideal e, nye rnyjwdyvygsiy stny gweu-pantty
i i deal eve krSmwgpsnmgrup dhea njt elemgneitcfardostm i tij.

NY n b a s B&ke'Ssfarmon idealt majy tv S, sepseS(Sg =( S$ a— S.. Ny lloj,

mund? t he mi s e a8 dhe BaSsd ok ymoijtnyw pvYyr katysisht i d:i
i deal ty &) v Nt g rSa,gab tdhe gSaS mund t vV mos pvYr mb.
elementina . NY kYto raste do tY shyYnoj my:

S'a= Sau{ &,

aS'=aSu{ x (1.2.1)

S'aS' = SaSU Sal a8/({ }e
Di nuy ideali i majy minimal i cili pyrmban elementia ¥ s h$'a= Sau{&.NYV
my nyry anal ogeaSk=ea®i{hgdhe $'4@Sa-s 8aSu Sa) aS{ }¢
jary pvrkav'sishtideali i djatht minimaldheideali minimalqy pY r mbaj ay el e men
Kyt o i de aldale krypsoteteyn nj vy gjysmygrupi . At a shyn
<a>,<a> dhe<a>,porndisarastepr dor et e(dh@@) dhb@ni mi

Le t VYo nyedsqyrimigysmgr Plnty gj ys i) kuuppi nl ehtVy si
veprimet nyY kYto dy gjysmygr upgme piorkamik es lgyem:

ty wvetvydijshym pvVvr ndryshimin me8sigas tyr e. 5
pasgyrimto do t a sxBbY noj my
PY r k uflL..Z Pasqyrimi ¢ i gj ysnSpgnupigt ys )y quagh i n

homomombi mgomty se:

V(xY) €S, (XYoo =( X W (1.22)



Me simbolin Sp do t V¥ ny nkuptoj mygynymbhrashiketsi ngaetyVy
shy mby | I i met Sesipaslpasagemiit, @may e t VY

s¢:{s¢eT\se ) (1.2.3)

NY qgofty se ohsrmdmjoa kktiizvmi antoynloewoyy f @iz Y qnuti ¢ tv s €

aiy s hsyrjektiv quhete pi o mo.r fNYz Yy rmapsytsihntjykkio hy si s ht i nj ek
syrjektiv, Bz mer ¥ Nas$ s g lud @ nsohmeillim 1@ idhe

mbarim S, aiquhete nd o mo.r f$YZyfmundi , kur njy endomor fi
t hemi se kemi aut omigrnyNgves hrtjyy nj vy Il zomor fi

gj ysmymwpgjtysmygraupihrery ata quhen gjysmygr.
shynojmy sSiemthol i ki sht

13 Gjysmygrupet e rregullt, ortodoksY dhe inv
Kytu po japim disa pYrkufizime gjysmygrupes
cilysive specifike ty elementvyve tYy tyre nYv
shfaqin veti tVYy caktuar a.

Milerdhe Clifford ny [ 3] dhany kYto dy pVYrkuf.i
ny [ 2]:

PYyrkutl3lzNjm elae megnty s @yqgurhuepi ti rregullt nYy qo
njy ekeyBantt iadxdya. qV

PYyrkut32zNjm gjySoquigeunpi rregullt ny qofty se
jany tvYy rregull t.

Pyrkufl3Xlinmers tatel @amen tgiptguhehelgneniapd S i

t i | hda=aq@Ydheaaa =a

Nga ky pyYyrkufizim rrjeS¥hippdoreleynenyj Yragu/bv |l r vy khd)
paktyn njVy i nwerssht yVVvir trerievgtuil hitbgs=aacveat ¥y her v
a=xax do jety njy i a.VvSer sdyitill e lme dhekd | & n Y
idempotenty. Nj v el ement mund tV kety my S

i nver sy ve taYe rsjhY neMf@me mtei
Gjithashtu shohimyséat Xui nyazgagldtBedh@at vy hery

acSaSdmth pyr idealet kryesore kemi:
@), =aS' = a$
(@), = S'a= Sa

(@) = S'aS = Sa¢



PYyrkut34&Njmy gjySqubeuportodoks atvyhery kur a
bashkyYysia e idempotentyYyve tYy tij formon nVYng
Ny [2] jJepet njy teoremy pvyr tVY karakteri zu:
formuluar dhe vhe tRdhueirblnigcah Rel 94 %) dny [ 4],

Teor B3N] Yy gjysmygrup I rregullt Yyshty ortod
idempotenti tvYy tij Yshty idempotent.

NdYrsa Howie nY [2] vazhdon me njVy plotyYsim
Teoreny 1.3.2.Nj Y g ys my gVrsuhpt Yi orrrteogduolkist vety m aty her

pohimi:
(vabe § [(anp =2 = Via=Vp (1.3.1)

Nj VY k1l asvVy tjetvyr s humy e ryndyYysishme e gjy
i nversi vy

Py rkut35Njm gjySoqlgeupgj ysmygrup inversiv nY
ka njy invers tYy vetYm dmth:

(vacS(dJatc J[ aata= an a‘aa'=]e (1.3.2

dnea'y shty i vety m.
Gjysmygnupesive jany studiuar fil i
mynyry tYy pavarur nga Preston (1954) ny [6].
dhe ky emyrtim Yyshty pYrdorur nY myYynyry st an
PYyrkufizimishy3.shumuk pYrshtatshyYym dhe nuk

gy njvy gjysmygrup YshtyY inversiv. Teor ema e
gjysmygrupet inversivyY nga nYypYrmjet idempot
Teor 838wW®NY njVy gPpsmhmeupe myposhtme jany eku
@ SYshty gjysmygrup inversiyv

(b) SYyshty gjysmygrup i rregullt dhe i dempot e
(c) -do i del kryesaodaeali kmayjydgordhie djdeot ity pVY r mlt
vet¥m

Pi kat (b) dhe (c) ty teoremys sY mysipVYr me
tregoj my se SYyyhtgy yismv i uipv . Ky shtu kYyto dy
pyrkufizime tYy gjysmygrupeve inversive tVY shp



1. 4 Rel aci onet dhe kongruencat nY gjysmygr

NjYy nga konceptet shumy tY ryndYsishme tVY a
gjithy kytijrelgcommnminjy shagXladisi jo boshe
PYyrkufladzZRell aci on bi nar X mwhaty - 0dah@mkeyndias hky
bashkyYysisyYy prXoxkhi m kartezian

MegenYse do tY merremi vetyYym me relacionet
Airelaciono duke nynkuptuar ndryshi min.

Nga pYrkufizi mi bien nY Xsy bday hkesaei dmes heVy

X xX, S i ny nbXaxsXxh k Ykvit ot ydy relacione guhen |
emYyrtohen pvVYr bashdbeiusversal r B acit g eit Y r relacion
luan njvy rol tvy rBYYi sheylmcnYo nkeavles kovi sniamrye n)

dhy Ky VY shty e tdddentikr edyacdontlydhehynoletkt ohet S
poshtyVy:

L ={xX:xeX (14.1)

Py rgmii42Kompozim ty o¢yeB Xl)aoi anvevgeuaj my vepr
binarccon B (X ),t Yy pYrcaktuar si my poshty:

poo={(xy) eXxX:(ZeX(x2 cp N.,2)y €y (142

Howi e nvV [ 2] ka provuado,sd weprciamkit uiar ke mp an
bashkYBs(XfnYy gYyzon vetiny BdX)schogshitmi g ydmvy r Oy
Tani po japim disa kupti mengyY nljiydXoers hrke snj ¥
BashkY si pYVYr c apkose ndnyshebmaintr ye,1 adcoi otnyi tquaj my bash

dom(p) ={xeX:(y eX[(xy B (1.4.3)
NdY r sa, bashkVY si s h Ypmdse farige me/s,h doy tryel quo a p m}
bashkysiny:

ran(p) ={y e X:(X eX[(xy €p (1.4.4)
Nga pYyrkufizi mi [ relacionit rrjedh menjVyY her

pCo = dom(p cdom(o) Aran( p aan( §y (1.4.5)

NVY sxes X, do tvYy sxpbwracjhkY smay yeXel phentWveil at
X y) € p. Pra,
xp={yeX:(xy €4 (1.4.6)

NdYrsayskary ny XhbasahWYhseirye do tVY shyYynoj my:

6



Ap=Uap:ach (1.4.7)

PYyrkuflLdZN¥mspeYs htyVy nj vy Irad hakeX soinmmdnyyy relacion
anasjelly ty tijpdoptvyrXqudjymwiddlvaagivani n

pr={xy eEXxX:(yR € (1438

PYyrkufd4ddNjm ebeamBe(M)quhet pasqgyrA-mn¥X,pyesshym
gof tpw rsrxenddome@) kemi |xg|=1.
dmt h pyr -daoytyrmeyXeglsehmentiy vyrtety impli ki mi

[(xy)eod A(xYy) €ed = vy, =Y, (L49)

PYyrkul4dmzNym gofty se pVYr pagXx,kemidom@p)=X, pj essh)
atyhery ai ouibexXX.pasqyrim i

BashkYsiny e pasqgyrimeveX o ppe sBIfXNND] mYy nj )
ndYrsa bashkYsiny e pasqyri meviéX)ny Koysthyt uba s
mund tvYy sTEXk)rcuRTj(fmycC B (X) dhe pYr my tepVyYr Ho
provuar se T(X ) dhe PT(X) jany nynB@Xysmwgrlupmé jtey me vep
induktuar nyYy to tY kompozimit tVY relacioneve
Me qV pYyr & kemadom@)a¢ dhe pVyr my tepvyr i ml i ki mi
VY r tagtyyh,er Vv ky relaci ®n(X)shtVypoif (Xg)yesedsesyhi r v n
dom@)=¢ = X

Py r k utld4.6zRelacionip nyXquhet refl ektlipyd mtnhy poorf t-vd os e
n yxX kemi(x, X) € p

PY r k uf.4.7zRelacionip n ¥X quhet simeat i k , nYyp ' e o, fdmth kurs e

(WyeX)(xy cp=AyXx €p (14.10)

PY r k uif.48zRelacionipnyYXquhet kali mpaoglp,dmthkugofty se

(Wy,ze X)[(xy €p A(yE €p =(,Xz€]p (14.11)

PYr kufL4.ZRelacionip nYXquhet relacion ekaljvhattYence,
njykohysisht reflektiv, simetrik dhe kali mta

Py rkulfdlaNjmy f a=nfiAlijcd} nnbashkY si shy Xtogyhetnj vy bas
copYytim i s aj atyhery kur,
(@ cdoAY shty jo boshe
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BpYyr tYj gy IkelmiM\Ia:Aj oseA mAJ. =¢
(c) A i el} =X

NY sp¢ shty relacion ekujvalence, atyherVyY bashl

Xp={yeX : (xy €p

do t a pgkilagoselt | aekupvalencg v el exmeMgatpy rkufi zi mi 1.
garty (xg)ecplaurn xe=yp

Nga [2] (proposition4 . 2 0) k e mi kyty pohim qgqyXIimedh copyV
relacionet e ekujvalencyYs ny tVy:

Pohim1l4.1lLe t Y njreelyaci on ekuj valXeAtteheary nff & miblajsd
ty gjitha klasave tY ekujvalencyVy s,

D(p) ={xp: xR (1.4.12)

yshty nj X.Anoapsyjteilm aist,={Av c€lg ofstht Yysenj X-itcopy t i m
aty hery
Y(m) ={(xy eXxX:(d el)(xy cA)} (1.4.13)

yshty rel aci Xndhepkvurj vnayl etnecpey rn Yk e mi
U(Hp) =p dhe H(Ynm) =7 (1.4.14)<

Bas hkyVY s klasave sipas relacioni n ¥X d o t a baausahjfekigsdhe do ta
s hy n&j/ py

PYyrkut4lARel aci oni ipneX kuj (Y ghhcygg ysmy gr up, p
" (vstac9[(srep=(asate) (L4.15)

guhet kongru®ncyY e majty nY

PYyrkut4l12Rel aci oni ipneX kuj (oY ghhcygg ysmygr up, p
" (vstac9[(srep=(satc) (14.16)

guhet kongrueSncy e djathty nvy

PYyrkuit413Nwmgeel aci oni ipneY& W jshalvemgwkohy si sht ¢
e majty dhe e@qdhet hkonatuemevy nvy
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PYyr repatignys®qgr gwpizon pohimet (1.4.15) os
se Yshty [ pajtushyY mose hga le adjathtd mes keprimimga e m
gjysmygruppgistht Yy Kur pajtushym njyYykohVYsisht S i
djathta me veprimin e pgjshgmy gr wpaijtt,usdco mt ymet
KYygjysmygrupi.

Howie ny [2] pkahtvegonmgseekuogB,pasygyrinm:j ¥ gj ys mYy ¢

SI)HS Y =B p,

i ti 1y qvy papbpt Bodp,bkemi: el ement y

[@n).(b)] —(abp  (1.4.17)

yshty wveprSim(dmnhnhr nak var etadmedpd vy pYkrfas@awssu ay
ek uj vadp ehreby) . Pyr kyty vep@)(n d@apptddh es pwmoj my
my tepvyr ai ka edhe((Shge)l ivshte ghypgmygmup. dP
guajgmysmy griuppVYfrackatkotruarpmy§a ¥Yemagir miem@racakt ua

nga (1.4.17) nuk duhet ngatY edheupse i keme vepr i
shynuayry povitojvetydijshym pYr ndryshimin th

1.5 RelacioneteGreemt nY gjysmygrupe

Le tvySonjexygjysmy@r=ap =d3ugh ()g = Sa= S§} ¢
pYyrkatysisht i deal et kryesore tV Gjtayt hty dh
gj ysmyr uwpi tA. Green (1®B51le)l arcyi o[n7e]t, ep Ymy gpaokstha

aGb < aS'=bS (1.5.1)

aAb < S'a=S't (1.5.2)

a=b « S'a=Sbr aS= b¢ (1.5.3)
ndryshe mund tY shkruaj my:

a=b < aGnAb (1.5.4)

a9b < S'a=Sbv aS= b¢ (1.5.5)
ose
a9b < GUA (1.5.6)

a?b < S'aS'= Sbhs (1.5.7)



Relacionet G, A, =,9 dhe?, ty pYrcakn umt anjs¥ Sgauoyismypgr up
guajmy relaicti otleetpr &velaet | ehty se ato jany
NY [2] ne gjejmy kYto dy GdeeAa t VY rYyndY si shme

Lemalb5llL e tYabpggnel ementy S AtYhgsmMydgoupy t kemi
1.)aAbvetym atvyhery kuxyreyzitstidjynygyel ement vy |

xa=hyb= &
2)aGbvetym atVy herel e&ne,nwteyBtzivrdtidjynygy
au=hbv= g<

Lemalb52. AY shty kongrua@GxshteYy dhkandhpitdende e majt)
Gjithashtu, Howie ny [2] vYrtetoi edhe pohin

Pohim 1.5.1.RelacioneA dheG j anpVY t KY mbdyhees hpymr my t epzxr

AocG=GoA=GUA=9 (1.5.8)

Me qGUA=9 rmjedhse9 vy shty ekujvalenca my e vogVl q
A dheG. NjYlloj si ny | emyn la?bveftymumadyYyther?vheé
ekzistojnxyuevlmey@emvtr tty xay =& ubv=k & Duke patur

parasysh edhe barazimet e fundit, nxjerrim si konkluziorAse? dheGcC?. KYyshtu,

me Yy shty ekujvalenca my eAde@vitj g8bd?ygy fshin
NjyYy shembull qY tregon se kjo pYrfshirje VYsh

Eshté e garté se né gjysmégrupet ndérrues kemi= A = G=9 = ?. Gjithashtu
Howie né [2] thekson se né gjysmégrupet e fundme dhe né ato periodiké kemi barazimin
9 =7,
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Kapitulli 2

2. GJYSMEGRUPET ABUNDANTE

2.1 Relacionet e pérgjithsuara té Greeit G, Al, =, 9 (dhe 2 ¢

Leté jetteS nj + gjysmzxgrup -fardo. F. Pastijn nv
representation of a semigroup by a semigrol
Semigroup Foruml10 (1975), 23& 4 9 , futii pyr hery tvV pary k
py rgijit heenitarelagionetG di@A‘ .My vony J. Fountain nvy |
ato si my poshty

PY r k u#l1.1z [9]nPér dy elementea dheb t £ nj Y g9 dosténthegnr sep i
(a,b)e G vetem atéheré kuna,b)e G né ndonjé gjysmégru®s' gé e pérfshin
gjysmégrupinS si néngjysmégrup té tij.

Py r ku#l1l2 [9nPér dy elementea dheb t + nj vy g dosténthanrsep i
(a,b)eA vetém atéheré kufa,b)eA né ndonjé gjysmégruBs' gé e pérfshin
gjysmégrupinS si néngjysmeégrup té tij.

Nga pékufizimet e mésipérmajedh menjéheré se relaciont dheAl jané pérkatsisht
kongruencé ena j dhe' kongruencé d | a héSt Gjithashtu, si edhe pér relacionet e
Grinit G dheA né njé gjysmégruis, ¢cdo veti e formuluar apo vértetuar pér relacionin

G { mund té formulohet dhe vértetohet né ményré duale vetia korespondilesgse

relacioninAl.

PY r ku#1.3[9] nPér dy elementea dheb 't + nj vy g dosténthanrsep i
(a,b)e9 (vetem atéherg¢a,b)e G ose(a,b)eA .Pra 9 (=G'VA(=GGA

PYyr ku2l449) Mj = i deal i | dnpjéaglysmegrup quhetntia idealy )
idj at(hntayj),ng qofté se pércdme | kemiR C 1 (L, Cl).

PY r k u2.1.549] Mjé nénbahskési e njé gjysmégrups quhet* - ideal, né qofté se

éshténjékohésisht * ideal i majty d&.e i djathty i
|l dealin minimal t+ djat ha&SdotashémmRi@[) g+ p=r
L'@)]. Kéto* - ideak quhen pérkatsistit- idealkry e s or i *d jdeatkyesori d h e

majty t £ pzxr f takdr Hdérsay aidedin e dyansiém minimal gé
pérmban elementira € S do ta shénojm&l " (a). Nga ky pércaktim éshté e rtfa se
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R'(@ cJ'(8 dhelL (@) cJ'(a) . Ekzistenca R (a), L' (@) dheJ (a) garantohet nga
fakti se vetéS éshté njékohésishit-ideali dj at ht vy*-idealighhaj ty dhe
Pohim 2.1.1.[9] Pér dy elementa, b té njé gjysmégrupb jané té vérteta:

1) (a,b)e G vetém atéheré kuR" (@) = R'(D

2) (a,b)eA‘ vetém atéheré kur @) =L () <

Tani mund té japim edhe pérkufizimin e relaciofit’ né njé gjysmégrujs :

PY r k u2lea[9] nPér dy elementa dhebt £ nj ¥y g9 dosténthegnr sep i
(a,b)e ? Cvetém atéheré kut' (@) =J°(9 .

Pér té vértetuar direkt nga pérkufizimi ggb)eA‘n+ nj vy g gshténdisye u p
véshtiré, sepse gjysmégrupe gé pérfshifné si néngjysmégrup té tyre mund té keté
shumé. Fountaimé [9], duke u bazuar né [10] dhe [11], pér té treguaiase) cA‘ ka
dhéné si alternativé shumé efikase lemén e méposhtme:

Lemé2.1.1.[9] Le té jetéS njé gjysmégrup dha,b e S. Atéherékonditat e méposhtme
jané ekuivalente:

1) (abeA’ [(abeG]
2) Pércdox,y € S', kemi ax = ay < bx= by, [xa=ya < xb= yI] <

Nga kjo lemé merret menjéheré ky rriedhim:

Rrjedhim 2.1.1.[9] Né gofté se= éshté njé idempotent i gjysmégrufitdhea € S.
Atéheré konditat e méposhtme jané ekuivalente:

1) (6decA' [(69dcC]
2) ae = adhepér ¢dox,y € S', kemi ax = ay = ex= ey
[ea = a dhepér ¢cdox,y € S', kemi xa = ya= xe= ye <
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2.2 G| yabundargérdhepdisa nénklasa té tyre

Gjysmégrupet abundanté kané gené objekt i studimit té shumé matematikanéve
algjebristé gé merren me studimin e gjysmégrupeve. Fillimet e studimit té tyre datojné
gysh prej viteve 0670 dhe ka pat usbicddbBumzt
shohim né vijim, klasa e kéggrgjysmégrupe éshté njé zgjerim i klasés sé njohur té
gjysmégrupeve té rreguliKéshtuqéllimi i algjebristéve gé jané marré me studimin e tyre
ka qgeny g shumz vet.i t+ gjysmzgrupeve
gjysmégrupeve abundanté.

Pérkufizim 2.2.1.[9] Njé gjysmégrup do té quhabundantatéheré kur ¢cdaG (- klasé

dhe ¢cdoAl- klasé e kétij gjysmégrupi pérmban té paktén njé idempotent
Ndryshe, themi sejgsmégrupi S quhet abundargtém atéheré kur

VaeS RINEY =¢p AL NE S =¢

Megenése né gjysmégrupet e rregullta, ¢gdo klasé dhe ¢ddA- klasé pérmban njé

idempotent dhe megenése ¢cdo gjysmégrup pérfshin vetveten atéheré rrjiedh menjéheré se

cdo gjysmégrup i rregullt éshté abundant. Abundanté jané gjithashtu edhe gjysmégrupet
orthodoksé dhe inversivé. Pra klasa e gjysmégrupeve abundanté pérfshin klasén e
gjysmégrupeve té rregullt.

Kytu my poshty po japim pYrkufizimin e disa

Pérkufizim 2.2.2.[13] Gjysmégrupi abundan® quhetkuasii adekuatvetém atéheré
kur E(S) éshténéngjysmégrup i tij

Pérkufizim 2.2.3.[13,14] Gjysmégrupi quasi adekuateS quhetadekuatvetém atéheré

kur E(S) éshténéngjysmégrp ndérrues i tij

Nga kéto pérkufizime rriedh menjéheré se klasa e gjysmégrupeve kuaziadekfsié pé
até té gjysmégrupeve odoksé dhe klasa e gjysmégrupeve adekuaté pérfshin até té
gjysmégrupeve inversive.

Né [14], (propositionl.3 (4)) jepet kypohm pér té karakterizuar gjysmégrupin adekuat:

Pohim 2.21. Njé gjysmégruB éshté adekuat vetém atéheré kur @loi klasé dhe ¢do

Al klasé pérmban njé idempotent t& vetém dhe gjysmeégilE(B)<> = E(S) éshté i
rregullt. <
Ne do té shénojmé me" dhe a" idempotentét e vetémespektivisht té klasavl’ dhe

L. pér cdo elementac$S, ku S éshté njé gjysmégrup adekuat. Késhtu qé
{a? =R NE $ dhe {a} =L NH S . Nga ky pércaktim i elementée dhea”,
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rriedh mefEheré sea =a'a= ad = a ad, pér mé tepér, p&x € S dhee € E(§ do
té kemi gjithashtu(ea ™ = ea” dhe(ag” = a'e.

Pérkufizim 2.2.4.[9] Gjysmégrupi abundan® quhetsuperabundant vetém atéheré
kurcdo = (-klaseé e tij pérmban té paktén njé idempatent

Ne do té tregojmé se pér ¢do elema@S, kemiR, A R, . Gjithashtu,do té sjellim

shembuj qé tregojné pérfshirjen e mirfillté kéasés sé gjysmégrupeve té rregullt né
klasén e gjysmégrupeve abundanté, té klasés sé gjysmégrupevadelamt né klasén

e gjysmégrupeve orthodoksé dhe té klasés sé gjysmégrupeve adekuaté né klasén e
gjysmégrupeve inversivée.

Shénojm&R, dhe R, pérkasisht klasat e ekujvalencés té elemeasipas relecionevé&
dhe G néS Pra do té kemi:

R.={xCS/xGa} dhe Ro={xCS/xG‘a}
NésebC R, atéheré do té kemi
bGa < (a) =(b) < aS=bS

gé do té thoté se ekzistojné elemest# S" pér té cilat a = bs dhe b = at. Né kéto

kushte, pér cdo,yC S' jané té vérteta implikimet:

xa=ya @ xabt=yad @ xb=yb
dhe
xb=yb g xbos=yb®& g xa=ya

Pra xa=ya O xb=yb. Késhtu, duke shfrytézuarejtien 2.1.1rrjedh sebG (a ose
b C R’ Kemitreguamgépér cdoaCs, R A R Nga sapamémé sipér péiG - klasat

dhe G (- klasat né njé gjysmégrur
S, doté kemi kété paragitjeté tyre
me ané té diagramave té Venit
Pra, mund té konkludojmé se c¢dc

G (- klasé éshté bashkimG -
klasashPra,Ra = R,.

xe R}
El. Qallali né [12] tregoi se Wr elementéf dhe b té gjysmégrupitS jané té rregulit

atéherékemi aG ‘b O aGb dhe pér mé tepérkur S éshté gjysmégrup i rregultemi
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G ‘= G . Né ményré duale tregohet se té gjitha vetité gé paééartpér relacioninG ¢

jané té vérteta edhe pér relacioAin

Tani do té sjellim dyshembuj qé tregojnéérfshirjen e mirfillté té klasave té
gjysmégrupeve té rregullt, orthodoksé dhe inversivé, pérkatsisht né klasat e
gjysmégrupeve abundanté, kuadiekuaté dhe adekuaté.

Shembull 2.2.1.Né bashkésinéS = N x{1} = {(n,1) /n C N} ku N éshté bashkésia e

numrave natyrorzx dhe 1 nj xshi i® ntuimrtaiviel #n aqgtzy

Y((n1),(mD)e §, (nl) (ml= (nml

Nga vetia e shogérimit e shumézimit t& zakonshém né bashkésiné e numrave hatyroré
rriedh menjéherévetia e shogérimit e shumézimitd  1B+Késhtu § § éshté

gjysmégrup.
Le té jeté k,1) njé idempotent n8. Atéheré kemi:

k,D)- (k,)= k, D)= K ,1)= K,D)=> K= k= k= :
Kjo tregon se i vetmi idempotent &eshté elementi (1,1). Pra

ES = {(1.1)}

Nése ,1) éshté njé element c¢fardo i gjysmégrigatténheré shohim se:
1) (1,1)n1) =01)

2) Pér cdo dy elementéx, (), (y,1) néSkemi:
x,Ddn,1) = ,1)dn,1) = (xnl1)=ynl) =
= Xn=yn=
= X=y=
= (x1)=(1) =
-

(x1)d1,1) = §.1)d1.1)

Nga 1) dhe 2), si dhe né bazé té rrjedhimit 2.1.1, rrjiedh seG¥(h)1). Né té njéjtén
ményré tregohet se (1A%n,1). Késhtu konkludojmé se ¢db ‘- klasé dhe ¢cd@\(- klasé

e gjysmégrupiS pérmban idempotentin (1,1). Pra gjysmégrsi) éshté abundant. Né
fakt, pér rastin konkret kemi nj& (- klasé dhe njA(- klas? té vetme qé pérputhen me
vetéS, dmth Sx S= G (= Al
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Me qE(S ={(1,1)} dhe (1,1){1,1) = (1,1) rrjedh g&(S) éshté néngjysmégrup ndérrues
I S,gé do té thoté s8éshté njékohésisht kuaadekuat dhe adekuat.
Por & O nuk éshté irregullt dhe pér pasojé as odboks e as inversivsepse asnjé

element iS pérvec¢ (1,1) nuk éshté i rregullt. Vérteté sikur pér ndonjé elenmehi €
ekzistonte elementp(1) i tillé gé:

(n,1)dp,1)dn,1) = (0,1)
atéheré do té kishim:
(npnl) = (n,1) prejnganpn=n osenp=1 dmthn=1 dhep=1.
Ky shembull tregon qarté se klasat e gjysmégrupeve té rregullta, orthodbks
inversivé pérfshihnen né ményré té mirfillté pérkatsisht tek klasat e gjysmégrupeve
abundanté, kuaziadekuaté dheladaé.<

Shembull 2.2.2.Nga sa tregua né shembullin 1, rrjedh menjéheré se edhe gjysmégrupi
(NNQkuNtsht £ bashkzsi a e @rslumézienvieakomshémyridor £+ dhe
éshté gjithashtu njé gjysmégrup me cilésité e gjysmégr8itté shgyrtuamé sipér<

Njé fakt interesant éshté se né [15Rpbine Koppelberg, kaépkufizuar @& nménye &

pavarur gjysrégrupet abunda@tduke u bazuar tek idealet minimale. N&tk nuk do &

ndalemi gja&, por veém do € tregojné se Kta dy @rkufizime nuk jad ekuivalengé.
Konkretisht, me a@& ® ng kund r s h e mb & ltregojn® deongat pérkufizimi i

gjysmégrupeve abundargéas ( - relacioneveG ¢ dheA' nuk rriedh ai sipas idealeve.

Ndérsa lidhje mé té hollésishme midis tyre do té jené objekt i studimiétéjghém té
gjysmégrupeve abundanté.

Pérkufizim 2.2.5.[15] Njé ideal ima jLtng S quhet minimal, atéheré kur ¢cdo ideal i
ma j g€ pérfshihet né L pérputhet me veté L.

Né ményré té ngjashme jepet edhe kuptimi i idealit minimal té djathté.

Pérkufizim 2.2.6.[15] Njé gjysmégrup S do té quhet abundant (sipas idealeve) atéheré
kur plotésohen njékohésisht dy kushte:

(1) Cdo ideal i majté né S pémban njé ideahté j ntinfmal

(2) Cdo ideali ma jninimal i S, pérmban njé idempotent
Ne do té tregojmé se pérkufizimet e gjysmégrupeve abundantéssipatacioneve dhe
sipas idealeve minimalé té dhéné mé sipér, nuk jané ekujvalenté.

Kundy shembull 2.2.1.Le té jeté S= {01, O, 03, €, @&} adhsehdimz&im nzt
pércaktuar si mé poshté:
060, =0 ku k=max{i, j}

Eshté e garté se shumézimi i pércaktuaSmgEzon veting e shogérimit. Prgd éshté
gjysmégrup. Gjithashtu, nga ky pércaktim rrjedh se
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Vi QN, 0,00, =0

Kjo do té thoté se ¢do elemen§ éshté idempotent, dmBéshté gjysmégrup abundant
sipas( - relacioneveG ( dhe A,

Nga ana tjetér,el t& supozojmé sk éshté njé ideal ma j itk&tij gjysmégrupi dhen
indeksi mé i vogél elementévelieNy HE€L,at ¥ Ime r dhe SL=L. Vérteté, meqé
L éshté ideal i majté atéherB8LA L. Por kemi té vérteté edhe pérfshirjerA SL,sepse
cdoelement OC L shkruhet né formén; 60, dhe se0 60, C SL

Tani, meqé0,C L dhe pér ¢cdo>n, kemi 0 =0;60, C SL=L, do té rrjedhé&:

L = {On, On+1, Oﬂ+21 é . }

Késhtu kemi treguase kur L éshté njé ideal ma j itSvatéheré ai éshté i formés sé
treguar mé sipér. Ppnga pércaktimi i veprimit né gjysmégrup$h éshté e vérteté
gjithashtu se ¢do nénbashkés e formés:

Ln= {On, Oh+1, Ghez, é . (2-?-1)

éshté idealma jnES Kjo do té thoté se idealet e majta3@ané vetém ato té formés sé
meésipérmg2.2.1), pérn C N.

Tani éshté e garté se nga veté trajta e idealeve té ingjesnjéri prej tyre nuk pérmban
ideal minimal, sepse pér kéto ideale ne mund té shkruajmé:

L, A L,A L;Aé A LiAé .

Pra cénohet pika (1) e pérkufizimit t& gjysmégrupeve abundanté sipas idealeve, qé do té
thoté seS nuk éshté abundant sipas kétij pérkufizimi.
Késhty nga kundérshembulli i mésipérm arrijmé né pérfundimin se pérkufizimet e

gjysmégrupeveabundanté sipag - relacioneve G (, Al dhe idealeve, nuk jané

ekujvalenty.
Po japim tani pérkufizimet e disa tipete tjeré gjysmégrupesh abundanté.

Pérkufizim 2.2.7.[17,18] Gjysmégrupi adekua® quhetadekuat i tipit A atéheré kur
pYyr -doamaSdteantpyY r pVY r e-ngh&(S)tdve nkpeomie:n t
eSN aS= ea¢ dhe Sen Sa= Sa
J. B. Fountain nxt [14] dhe M. V. Lawson
pYr gjysmygrupet adekuaty tvy tipit A:

Pérkufizim 2.2.8.[14,16] Gjysmégrupi adekua® quhetadekuat i tipit A atéheré kur
pYyr -doamaSdteantpyY r pVY r e-nga&(S)tdve nkpeomie:n t

ea= geg” dhe ae=(a9" s
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Ne nuk po ndalemi kYtu pYr tY treguar ekuj va
ty ky qyllimi yny.

Pérkufizim 2.2.9 [19] Njé gjysmégrumbundantS quhetidempotericonnected(shkurt
IC) nése pér ¢da € S ekzistojnéa" e E(9n R, a e E(§n L, dhebijeksjori 0
r<a’ >— <d>itillegé xa= a ) pérté gjthaxe <a >

Le té jetéS njé gjysmégrup abundant me bashkési idempotentEshdhe U njé
néngjysmégruptij.

Pérkufizim 2.2.10 [12] NéngjysmégrupiU i S do té quhet: -néngjysmégrupma j (it ¥
dhjath) i S né gofté se pér cameU, ekzistore eU N E(S i tillé gé

aAl(Se [aG(9¢]
Né rastin kurU éshté njékohésisht-néngjysmégrupma j dhe/id j a t hdtéheréuU
do téquhet* -néngjysmégrupS.
Né [12], ElT Qallali, me ané té lemés sé méposhtme tregon se si mund té gjendet njé
* -néngjysmégrup njé gjysmégrupi abundas

Lema 2.2.1.[12] Néqofté se S éshté njé gjysmégrup abundantalingg idempotent i tij,
atéheréeSe éshté* - néngjysmégrup i &

Duke u nisur nga pérkufizimpér néngjysmégrupin transversal invers¥ té njé
gjysmégrupi té rregullS i dhéné né [20] ng®.B. McAlister dhe T.S. Blyth,A. El.

Qallali né [18] ka dhéné kété pérkufizim té ngjashém né gjysmégrupet abundanté:

Pérkufizim 2.2.11.[18] Le té jeté S njé *-néngjysmégrup adekuatgjysmégrupit
abundantS dhe E° semillatica e idempotentéve 8. AtéheréS’ do té quhetadekuat
transversalpér S nése pér ¢cdo elementeS, ekziston njé element i veténfeS’ dhe

idempotentéte, fe E(S té tille g¢  x=exXf, ku eAx” dhe f GXX pér x°, XX eE°.

A. El. Qallali né [18] ka treguar se idempotentétdhe f jané té vetmit elementé té
pércaktuar nga dheté tillé gé eG'x dhe f A’x néS Ne do tishénojméapy r k at si s ht
me e dhe fx. Né [21] X. J. Kong ka vértetuar pohimin e méposhtém:

Pohim 2.2.2.[21] NéseS’ éshté njgn ¥ n g j y sadekugtrtrangversal i njé gjysmeégrupi
abundant S, dha,beS’, ceSjané té tille geaG{cAlb, atéheréc € S. <

Duke ubazuar né pohimin e mésipériangjun Kongdhe Pei Wangné [22] vértetuan
dy pohime té tjeré té réndésishém:

Pohim 2.2.3.[22] NéseS éshténjé gjysmégrup abundant me @dekuat transversed’,
atéheré cdo element i rregulite S ka njé invers té vetemg S, pra ’V X N S" =1<

Pohim 2.2.4. [22] Le té jeté S njé gjysmégrup abundant me njé adekuat transversal S
Né kéto kushte, gjysmégrupi S do té jeté i rregullt vetém atéher&dshéSgjysmeégrup
inversiv. <
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Kapitulli 3

3.GJYSMI GRUPET-APEKUIATI

Si¢c pamé né kapitullin paraardhés, gjysmégrupet kadekuaté pérbénin njé nénklasé té
klasés sé gjysmégrupeve abundanté, ku bashkésia e idempotentéve té njé gjysmégrupi té
tillé formonte néngjysmégrup. Né kété kapitull ne @ ndalemi fillimisht né disa veti
kryesore té gjysmégrupeve kuamlekuaté duke pérgatitur terrenin pér ndértimin e njé

lloji té vecanté gjysmégrupi kuaadequat gé do pérbéjé dhe pjesén kryesore té kétij
kapitulli.

3.1. Disa njohuri bazé mbi gjysnégrupet kuaztadekuaté

El-Qallali né [12] futi konceptin e idempotentit medial dhe medial normal né
gjysmégrupet abundanté. Le té jet® njé gjysmégrup abundant dh& bashkésia e
idempotentéve té tij.

Pérkufizim 3.1.1.[12] Njé idempotentu i gjysmégrupit abundan® quhetmedial né
gofté se
VX € E(S), Xux= X

kuE(S):EY shty nyngJiysgngmeairpiar pr elE(Si=cce mpotent

Pérkufizim 3.1.2.[12] Njé idempotent medialu i njv gj ys myaguhmeu p i abui
normal, néqoftése bandauEu éshté ndérruese
Eshté evidente q@Eu éshté bandé idempotentésh sepge= uEu, kemi:

X? =X-X=Uyu- uyu= | yuy U= uyu= X
dhe pér ¢cdo dy element&Uu, Uyu < UEU
UXU - Uyu = u(uxu- uyy ue UEU

sepse prodhimixu - uyu éshté elementE si prodhim dy idempotentésh.

Pohim 3.11. [12] NégoftéseS éshté njé gjysmégrup abundant gé pérmban njé
idempotentedial u, atéheré kemi
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eSS ee RNE fe L NE x=eux= xuf= euxu
VY r tgartjedhimm 2.1.1 rrjedh:

ecRNE=(XcR = Xx=ex= eue x eu ex ey
dhe
ecL NE=(@X el = x=xf=x fuf = xf- uf = xuf

Késhtu ngax = eux dhe x = xuf ne kemix = euxuf <

Pohim 3.1.2. [23] Néqofté seS éshté njé gjysmégrup abundant gé pérmban njé
idempotent medialu, atéheré uS, Su, dhe uSu jané gjysmégrupkuastadekuate té
tilla qé:

E@uS) = UE = ug
E(Su = Eu= Eu
E(uSu) = uEu= uEu

Pérkufizim 3.1.3. [24] Njé elementu i njé gjysmégrupiS quhetnjésh i mesém S né
gofté seaub = ab pér té gjithé elementétbc S.

cCsht+ evident fakt.: g°esshié aémpatent] porinukrmund¢éh i t  t v
themi té njéjtén gjé pér elementin
Pérkufizim 3.1.4.[2] Njé bandé E quhetnormaleat t+her = kur ptr -do t
e X ye E kemi:

exye= eyx

Lema3.1.1. [23] Nése E éshtébandé qé pérmban njé idempotent medial nornual

atéheréE éshté bandé normale

Duke shfrytzuar |l emyn e myYysipYrme ne kemi vV
shyrbej my pas kumimnhY ek @l yiadekugimyu pndy kuazi

Lema3.12. Nése S éshté njé gjysmégrup abundagé pérmban njé idempotemedial

normal u, atéheréSéshté kuazadekuat vetém kuu éshté njésh i mesém &
Vértetim: Néseu é&shté njésh i mesém n8, atéheré pér té gjithéy né E kemi

(Xy)? = Xy- Xy= X Uyd UXU ¥ -X UXU Uyu=y -XX ¥y

gé do té thoté s& éshté gjysmégrup kuaadekuat.
Anasjellas,supozojmégé S éshté gjysmégrup kuaadekuat.Atéheré E éshté bandé
dhepyr my tepYr bandAt hioe mafleady d etma k3e.nli. 1)
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euf =(euf) ug euf= Eu Ju-e uf
=e(fu-u)e uf=e f(ue ¥ E
=e- f(u-ue f=
= (ef )u(ef)=
=ef

Barazimi euf =ef d o t Y u éslhitéonjésh i mesémYE. Por meqéS éshté kuazi
adekuata t v Ipdr téygjithéx,ye S, d o ekzistojnée, f e E té tilla gé x Ae dhe
y & prej ngarrjedh sex=xe dhe y=fy. NY kY t a@lotékemiht e

xuy=xe U fyr x( euf 3y x ef y xe Hfy

gé tregon s@ éshté njésh i mesém r#&.<

3.2. Ndértimi i gjysm égrupit kuazi-adekuat g pé&rmban njéidempotent medial
normal

Né kété pjesé ne do té pérshkruajmé ndértimin e gjysmégrupeveakiekziaté té cilét
pérmbajné njé idempotent medial normal. Ky ndértim do té realizohet népérmjet njé
bande E e cila pérmban nj@lempotent medial normall dhe njé gjysmégrupi adekuat

S me semillaticé idempotentédt = uEu.
Tani le té jetéE njé bandé gé pérmban njé idempotent medial nonmalhe S njé

gjysmégrup adekuat me semillaticé idempotent&h= uEu. Le té jenéG dhe A

relacionet e Grinit né&E. Nga lema3.1.1.rrjedh qé E éshté bandé normale dhe pér mé
tepér do té jeté e vértetd lemé

Lema3.2.1. [23]Nésex,y e S, ¢ fe E dhe e @, fAy", atéheré
(1) xefy=xy
(2) (xef)"=(xy", (efy =(xy <
Le té marrim n&onsiderate bashkésiné:

K=K(E,9={(e,x,) E Eux SXUE : eAx", fGx"}
Dhe pércaktojmé nk veprimin binar algjebrik si mé poshté

e xJ@y h=Ex)" xy(xy h

Ky veprim éshté i mirépércaktuar sepse:
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eAx = e(xy)"A xT(xy)" = e(xy)TA(xy)”
dhedualishd o t vy kemi (k) hG®(kya,sédo téthetdse e

E&xy ", xy( xy" h € Eux Sx uE= K
Duke u nisur ga sa thamé mé sipérjedh vértetésia e késaj teorekmnstruksioni

Teoremé3.2.1.
1) K me veprimin e mésipérm té pércaktuar né té éshté gjysmégrup
2) E(K)={(e,x,J € K:x€EY
3) K éshté gjysmégrup kuaadekuat

4) U = (u,u,u) éshté idempotent medial normal K&

5) E(K)=E dheukuzS
Vértetim
1) Letéjené &, x,),(,Y,h, (s, z,} € K. Shohim gé:

[(e,x,5(9 v, DI (s, 2.} =T[exy)", xy.(xy)'h] (s, z,}=
= (e(xy)" (xy2)", xyz, (xy)" 9 =
= (e((x)(xy 27, xyz, (xy2") = (e(xy2", xyz, (xy2"}

Né ményré té ngjashme gjejmé gjithashtu:

e x 309,y h(s z)=(exyd", xyz, (xy)"t)

Késhtu veprimi i pércaktuar mé sipér n€ gézon vetiné e shogérimit, dmkh éshté
gjysmégrup né lidhje me kété veprim.
2) Neése €, x,) € E(K) atéheré
(e, x, %= (e(xx)", xx,(xx)"f) =
= (e(xx)", xx,(xx)"f )= (e xf)
Prg x> =xx=xeFE’
Anasjellas, nésee(x,j€ K dhex? = x € E° , do té kemi:

(e, %, J2=(e(xx)", xx, (xx)"f) =

= (ex", x,x"f) =
= (& x])
késhtu gé

EK) ={ (e,xJ€ K: xeE"}

3)Nése €, x,JEK, mund t VY (gx PAV (e X nfy né&vku (e, X, fle E(K)
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Sé parishohim se:
(e, x,J(e x,HD=(e(xx), xx,(xx) f)=
=(ex’, x, Xf)=
=(e, %}

Sé dytinése ¢, v, h, (s,z,} € K dotékemt

. €x)@yh=€xj6z)=(€x.0@Yy.H=€x,0(2]
or,

E@xj@y.h=ExiEzi=Ex)" xy.0x)N =E&x)", xz,x2'9

prej nga

exyY) = e(xd T Axy=xzA(xy)"h=(x2)"t (i)
dhe

e x, D@y =ExyY" xy,x)h A (ex sz =Ex2, x2,x2Y)
Pranaduhet té tregojmé se:

&X'y, Xy,xXyY)hH=Ex3", xz,(x2"Y)
Pér komponentét e mesit vérejmé se Rja E dhex’A*x néS do t:y rrjedhy

Xy =XzZ=X'y=xz (i)
prej nga

e(x'y) =dx 3" (i)
NnYVY r & Bompopentin e treté shohupé:
XA X = XyA " xy= (XyY)'A" (xy)

Késhtu, (X' y)" = (xy)" dhe né ményré té ngjashnme 2" = (x2)".
Por meqgenése ngg kemi xy = xz atéheré:

(xy)'h= (X2t = (Xy) h= (X2t (iv)

Ngal(i), (i), (i), (iv) rrjedh se:

@xy", xy,(xXy)'hH=@E&x3",x2z,x2Y
ose

e,x.@y.h=€x.0z}

Prandaj,
(e, X! ’ (g! y’ D = (e! X’ j (S! Z!) = (e! X*’ f) (g! y! h :(e! X*, f) (S, Z’)
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gé né bazé téjedhimit 2.1.1 do té thoté sée, x, JA" (e, X', f) néK. Por megenése

X' e E°, atéheré, nga sa treguam2)kemi (e, X', f) € E(K), qé do té thotée ¢do A" -

klasé n& pérmban njé idempotent. Né ményré duale ne mund té provojmé gjithashtu se
edhe ¢doG " - klasé n& pérmban njé idempotent. Pri, éshté gjysmégrup abundant.

Pér té treguar se&K éshté kuazadekuat ne duhet té provojmé d&K) éshté
néngjysmégrup K, dmth bandéVérteté, g (e, x, ), (g, y, h) € E(K), aé&heré

x, ye E°, gé do té thoté se
xy e E° dhe €, x,7) (g, y, h)=@E&x) ", xy,(xy)'h € E(K)

Ky shtKuéslgée d he g ] kumaredekwau p
4) Shohim tani selementiu= (U, U, U) &shté idempotent medial iu Vérteté né qofté se
(e, x f)e E(K)= H K) atéheré kemi

E@x fHuud(ex §=(ex", x, xu) (e x, f)
=(e, x, X) (e x, f)
=(e, x, f)

dhe nése
uuuwEex Huug; (Vu gyl uukg E|
atéheré
uuu(ex Huuy uuu(g ¥Buug=xxx-(y %Y
= (Xy, Xy, Xy)
=(yx yx y¥

=Uuu(gyhuuy- (yuglex Jjuu
Késhtu UE (K)u &shté semillaticé, q& do té thoté se (U, U U) éshté idempotent
medial normal néK.
5) Le té jeté ¢: E(K) > E itillé gé&
V(e x f)e HK), ¢[(ex f)]= ef

¢ - éshté syrjektiv sepseec E kemi (eu, uey ugs E Kdhe

¢ [(ey uey u§= euue eue
Tani, nése(e x f),(g, y, h jané dy elementé ngg(K) té tilla gé

ollex fl=ef=gh=p[( g y )i

aéheréenga pYrcakt i mk neikemel ement vy ve tV
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eAx", fGXx",gAy", hGy"
ose
eAX, fGX,gAy, hGy
sepse x, ye E° gé do té thoté se
X'=X=x dhe y =y =y,
prej nga do té kemi:
ex=g¢ xe= x xf=f fx=x

gy=9 yg=y yh=h hy=)
NYy kYyto kushte jany tvYy wvyrteta implikimet:

ef = gh = exf= gyh=
= uexf= ugyh=
= xuef= yugh=
= xef= ygh=
= xf = yh
= f=h

ef = gh = exf= gyh=
= exfu= gyhu=
= efux= ghuy=
= efx= ghy =
= ex= gy =

—>e=g
dhe sy fundmi,
ef =gh= xf= yh=

= xfu= yhu =
= fux=huy =
= fx=hy =
=>X=Y

Nga ku rriedh se (e, %, f)=(g, ¥, H. Késhtu ¢ - éshtéedheinjektiv, pér pasojédijektiv.
Nga ana tjetér
¢lex f)-(g v hl=¢(exy xy xyh=
=exyh= efxygk
=exfgyh= ef gh
= d(x f B (gyhl
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qé tregon se pasqyringi - éshté izomorfizém dheE(K) = E.
Letéjetéy: UK U > Sitile gé w [(uu,u)(e x H)(uuykE

Pasqyrimiy - &shté syrjektiv sepsexe S gjendet (U, u, U)(X, % X)(Uy)e uKI i
tillé q@
w [(uu u(x, % X)(yygl=:

Gjithashtu,ir - éshtéedheinjektiv sepse pér

uue xHUUY (ud(gy Muuke ukK

p[(uuu(e x Hyuugl=y [(vud gy L uu)=
=>X=y=
=X xX3Y¥Yyy»

=UUuu(X, X X)(Uu=(yuo(y, yy(uu
pér mé tepér kemi:

yluuu(e xH(yug(uud gy N uulF
=y [(uuu(ex, x X)-(g y h(uuid=
=y [(uuu)(e xy", xy ( xy)( uul=
=Xy=
=y [(uuu(e % Yyl w[(uuu(g ¥y N(uuyy]

kemi

Pra pérfundimisht kemi treguar se éshté izomorfizém dhat K u = S. <

Tani do té tregojmé se c¢do gjysmégrup kemkekuatS gé pérmban njé idempotent
medialnormalu, mund té ndértohet (me aférsiné e izomorfizmit) si mé sipér duke marré
si bandé normaleE = E(S) dhesi gjysmégrup adekuat néngjysmégrupBu té S. Eshté

e garté seé bazé téPohimit 31.2. kemi gqé uSu éshtégjysmégrupkuaziadekuatdhe

se E(uSY = uEu Pér mé tepémEu éshté semillaticé sepse éshté idempotent medial
normal. Kjo konfirmon faktin se gjysmégrupSuéshté adekuat.

Né kéto kushte né bazéTeoreméss.2.1 flitet pér gjysmégrupin kuaadekuat:

K=K(E,uSY={( g uxu e Ex uSu UuE Auxu)’, fGuxu?y
ku veprimi binar i pércaktuarn& ¥ s ht v :

(e uxy f)-(g uyy h=( € uxuyt, uxuyt uxgyu)=h( ( e ukyu ukyu JiRy

Teoremé 3.2.2.[26] Pér ¢cdo gjysmégrup kuaadekuat S gé pérmban njé idempotent
medial normalu kemi: K(E,uSy = ¢

Vértetim:
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Le té jetéf: K — S itillé gé pér cdo €, uxu, feK té kemi: f [(e, uxu, J] = x
Ngaky pércaktimrrjedh sef ¥ s Hunksion.Por f éshté syrjektiv sepse pér cdongaS

gjendet elementf(uxu) *, uxy( uxd) € K [(uxu)"A(uxu)* dhe (uxu) G (uxu)’], pér té
cilin kemi:
fl((uxy) ", uxy(uxQ)] = x

Nga ana tjetér, nése pér elemeriguxy f),(guyuyhe Kdo t vy ki shi m:

fl(e, uxu, Y] =f[(g, uyu, b,
aty herrjedl =yt Ptej nga marrim:

uxu=uyu (3.21)

Por, meqgé A(uxu)" rriedhe =e (uxu)” dhe (uxu)'e=(uxd" dhe ngavértetimi gé

Hui Chen i ka bV rdemésB.2.1dp & &dmiep F°k tiEs. (NLY)
kushte jany tYy wvYrteta barazi met:

e=e (uxu)" =(ux) e=(uxp" (3.2.2)
Né té njéjtén ményré tregohgty

f =(uxu)’, g=(uyu)” =(ux)*, h=(uyu) =(ux)" (3.23)

Nga @.2.2),(3.2.3) rriedhe=g dhe f =h gé sébashku m&2.1) kompletojné faktin
se:

(e, uxu, ¥= (g, uyu, N

Pra,funksioni f i ndértuar mé sipér éshté bijektiv.
Sé fundmi, pér dy elementé cfarde, (xu, ¥, (g, uyu, h € K kemi:

fle uxu f)-(g uyu Bl = f(( uxp; ux@ ujd ¢ uyy ugu oYl =
= [((f )uku ™ uxyyu " uxuyu gxuyu’( uyd’)] =
= XUy = Xy =

= fl(g uxu f)]- (g uyuy h]

gé do té thoté sé éshté izomorfizém dhe s€ (E, uSy = S <
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Kapitulli 4

4. GJYSM1I GRUPET ADEKUATI

Si¢c pamé né kapitullin dyté, gjysmégrupet adequaté ishin njé nénklasé e réndésishme
klasés sé gjysmégrupeve abundanté. Ata pérbénin gjithashtu njé zgjerim té klasés sé
gjysmégrupeve inversivé. Né kété kapitull ne do té japim disa veti kryesore té tyre, si dhe
do té formulojmé dé vértetojmé pohime té reja duke marré shkas nga disa pohime

analoge té formuluara né [28] nga El. Qallali pér gjysmégrupet Jasskiuaté.
4.1. Veti té gjysmégrupeve adekuaté dhe disa kontribute té métejshme

Né [14] jepet kjo lemé pér té karakterizugyysmégrupin adekuat:

Lema4.1.1. [14] Njé gjysmégrupS éshté adekuat vetém atéheré kur ¢glé-klasé dhe

cdo A - klasé pérmban njé idempotent té vetém dhe gjysmégrip(S)<> = @
éshté i rregullt<

Pér ¢cdo elemena € S, ku S éshté njé gjysmégrup adekuae do té shénojmé ma"
dhe a" idempotentét e vetémespektivisht té klasav&®k® dhe L. Késhtumu n d
shkruaj my:

{a} =R NE$ dhe{a} =L .NHS
Nga ky pércaktim i elementéwe dhea”, rrjedh menjéheré se:
a=aa=ad = a aa,

pér mé tepér, pé& € S dhee € E(S do té kemi gjithashtu:

(ea” =ed dhe (a@" =4de
Né [27], kemivértetuar kété lemé:

Lema4.1.2.Nése S éshté njé gjysmégrup abundagé pérmban njé idempotemedial
normal u, atéheré&Séshtéadekuatvetém kur u éshté njésh 8.
Vértetim: Nése S éshté gjysmégrup adekuat dbe E , atéheré

e—eue- e ey L
Késhtu gé

s

Xu=xX U= xX= > dhe ux=ux x= X x >
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pérté gjithéx né S, ku {x} =L NE dhe {x} =R NE.
Kjo do té thoté seéshté njgeshg j y s mySQr upi t
Anasjellas, nése é&shté njésh i gjysmégrupmtbundant S atéheréu éshté edhe njésh i
mesém i ti.Késhtu nga nga lema 3.1.1 pér gjysmégrupmziadekuaté rriedh se5
éshtékuaziadekuat, dmtte éshté band@ormale Pér mé tepér, pér té gjitleaf né E
ne kemi:

ef = uefu= ufew f

Pra, E éshté semillaticé dhe konfirmon faktin S&shté gjysmégrup adequat.

Duke u nisur nga pohimi 1.3. n8g (« Quastadequate semigroupsA. El. Qallali, J.
B. Fountain, 198ppér gjysmégrupet kuazidekuaté, ne kenfiormuluar dheprovuar njé
pohim analog pér gjysmégrupet adekuaté:

Pohim 4.11. NéseS éshté njé gjysmégrup dhe R bashkésia e elementéve té rregullt né S,
atéheré konditat e méposhtme jané ekujvalente

a) S éshté adekuat

b) S é&shté abundant dhe R éstéégjysmégrup inversivi S

c) R éshté néngjysmégrup inversiv i S dhe pér ¢cdo eleamer8 kemi:

RﬂL;zcb A RﬁR;ICI),

ku L;, R; jané klasat e ekujvalencés té elementit a sipas relaciofiédbe G ¢
né S
Vértetim
a)=D)
Le té jené a,be R dy element té c¢fardoshém. Meqéa,b jéné element té rregullt,
atéheré ekzistojné pérkatsisht elemeatéthe b’ té tillé gé

a=aa'adhe b= bb |
Késhtu kemi:

ab=(aa g( bbp= (a'a)a Pb £ ( )b )a afp )( ab)(b g

gé do té thoté seb éshté gjithashtu element i rregullt. Kjo tregon Reéshté
néngjysmégrup $ Nga ana tjetér pér ¢cdo idempotent S kemi e = eee gé do té thoté
seec R, pra E(S = HR . Por megéS éshté adekuat, rriedh se idempotentét né
E(S) = HR jané té pérkémbyshém e pér padqj@&shté néngjysmégrup inversi®.i
b)=-c
I\/%eqé)ngdo), R éshté néngjysmégrup inversi@ipér té provuac) mbetet té prov | re¢
pér ¢cdo elemend € S kemi:

RNL,=® A RNR, =&
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Kjo éshté evidente sepse cdb-k | adhe cdo G ‘-klasé né S ka té paktén njé
idempotent i cili, si element i rregullt, bén pjesé edhe Ré Késhtu qé
RNL, =® dhe RNR =®, pércdo elemerd € S.

c)=a)

Megé RNL_ = @, do té thoté se ekziston elementi i rreghlit R itillé g¢be L. Le

té jetéb' eV(, dmth b=Dbb bdhe b= bbt. KY sht u dbARKW e dére mi
pasojé edhé A (b'b. Por meqéb'b éshté idempotent n8 dhe megéad ‘b A (b'b

rrjedh secdo A - k | gdhe njélloj ¢doG - klasé)né Ska té paktén njé idempotent. Pra

Séshté gjysmégrup abundant. Nga ana tjetér, riRegghté inversiv do té thoté &R)
éshté néngjysmégrup ndérruds Por megéE(S) = H R rrjedh seSé&shté gjysmégrup
adekuat<

Nga [19] (Idempotent connected abundant semigroup8, El. Qallali, J. B. Fountain,
198D k e mi kyto pxzrkufizi me:

Py r k u#.1.1z[19MNjé homomorfizémp:S — T, ku SdheT jané gjysmégrupe,
guhethomomorfizém i mirénéqoftése pér ¢do dy elemente a,ls kmi

aA (S beg apA(T)bp dhe aG (S b e apG{(T)bp

PYr ku4l12419IMij ¥ Kk o nmgné nj@glysmegru® quhetkongruencé e mire
atéheré kur homomorfizmi natyral : S — S/ p éshté homomorfizém i mire.

Pohim 4.1.2.NéqoftéseS éshté gjysmégrup adekuat dhedshté kongruencé e mire né

S, atéherép v r -do iad @ mgyysmégrupttfaktor S/ p do t Y ekzi st o]
idempotentec E(§ i t & épl=Yap.q

Vértetim: Le v/ jery a” = R NE(S) dhea” =L NE(S) dy idempotentt e vetm v/

klasavet ¥ e k ujR/ a@lieeinc s a da G{(9) a khe miA(S)a. Por,

me qg éshté kongruencEemireékj o do tvy thoty se do tVYy ke
relacionet:

@'p) G(S/ ) (ap) dhe @p) AYSI ) (ap)
ose
@"p) G (ap) dhe (a'p) A (ap)

ny ndonjVy gjysmygrup qY ka s$/pnyngjysmygrup
Prandajap,(apgHES pjany tvy vyrteta implikimet:

@nG@y) =(a)(ay =ap L ap( p € B
dhe
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@npA @) =[a) (ap {a A ap( » € gp

Shrnojtanie=a’" - a g yshy npy idempotent iE(S) si prodhim i dyidempotentve v
gysoww grupi tS.Bdekkaty i dempotent kemi:

ep=(@ -a)p=(a)p(dp=
=[(ap(a) g {(a) np =
=(ap & o aP (lap=
=(ap {(a'@) 4 (pp=
=(ap {(a@)d (rp=
=(ap {(a) p(a) Cpp=
=[(ap(a) g {(a" X pp =
=(ap (a) =

Kjo pYrfundon vyrgetimin e kYtij pohi mi.

Pohim 4.1.3.NéqoftéseS éshté gjysmégrup adekuat dhedshté kongruencé e mire né

S, atéheré edhe gjysmégrupi faki®r p éshté gjithashtu gjysmégrup adekuat.

Vértetim S par.i d o tgjysmégrupefaxtor] BY p &htégj ysmy gr up
abundantL e t VY apjrejtyy el e me n tgjysméfrapi @lkaorSh g.a Me qV
giysmégrupSy shty adekuat R'deetydhoe rtyy ne g zkilsatsoajtny i de

e vetym pY=xRag@®idigat=L NEGS). Pra daGtQakemi

dhe a*A {(S) a. Porpymemltyy kongruencYy e miry, do tvVy |
@'p) G'(S/ p (ap) dhe @'p) AY(S/ ) (ap)

qyVy do tv t hotyvy seRQ‘/kdheaL;)aty geyemug®/apiencf akt

pYyrmbajny pvyrkaa'pidselmtp. i BempotgpnsSthpysbpy fakt
abundant.

Nga ana tjetVy rmpohimddake phifyt dpada®emeoad e nt
egzistog idempotentie né E(S) té tillé g¢ecap dmthep=ap. Pr a, bashkyYsia
i dempotentyYyve tVY S/ggjrysskmYIlga upli e mdmtkt oty tjery
t r agotpwec E(S. KYyshtu qVY pVYrep-didedfp d¥5/ p dleumpot ent v
efcE(S) do tey(keejpqy VYshty gjitiBadsdepse i de mpoc
efy shty i d® mpkoetneintt rieguar kS/ehtsht gadékggay $ mYy gr u
Sy fundi, duke shfr ySvyzsuhatry faadketki una tq,y kggnyis:my gr
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ep-fp=(Np=(fgp=Tfo- &

gé do té thoté se idempotentét & p jané té pérkémbyshém. P&/ p éshté
gjysmégrup adekuat

Pohim4.1.4.L e t %:9-eT njé homomorfizém i mire i gjysmégrupit adek&at

né gjysmégrupinT . N¥ 8 s hnjévidempotent n&q, atéherédo t Y e&zi st oj Vv
idempotene néS pér té cilin kemieyy = f dhepémy t epyYr nySwgjTysmygrup
éshté adekuat.

Vértetim: Le té jet f njé idempotent n&q). Kjo do ¥ thot se ekziston njé elemeat

né S pér té ciin kemiay="f. Me¢ gjysn¥grupi Séshté adekuat, klasat e
ekujvalengs Ra* dhe L; pérmbajit nga nj idempotentt vetym p/rkatsishta” dhea”.

Shymbvllimet e a* dhe a* sipas homomorfizmity) jary gjithashtu idempotent ny
nngjysnygrupin Sy tv T . VYrtet:

a-ay=(@-a)y=ay
dhe

ay-ay=(@-a)yy=ay

Nga ana tjetr, meq «» Yshty homomorfiz m i miry kemi:

a'tG{(S a=ayG' May=ayGT")ay
dhe
a'Al(S)a=ayAl(T)ay=ayAT")ay

ku T'dhe T"jany gjysmygrupe qYTmsYir mbajgnyy say ys m¥p
tyre. Ngaa ¢ G(T )ay dhe a'vA(T")ay nxj errim kYyto barazi me:

ayp-a'y=a'y;, ay-a)=aj
ay-ayp =ay;, ayp-diy = aj

Duke shy ngara, tdanicil.i Yy shty S mijprodhimddg mpot ent
idempotentysh tvy tij, kemi:
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ey =(a'a)y =an- dy =
=(ay-a™y) (ay-a) =
=ay-(a'y-ay) & =
=ay-(a -a)y-ap =
=ay-(a -a)y-ap=
=ay-(a'y-a'y) -ay =
=(ay-a) (a'y-a) =
=(a-a)y{(a-qy =
:an.aw:
=ay =
=f

T ytregojny tani ¢ nyngjysnY gr 8¢p i T Yy sht Yy abundamjty. dlee mentj eit
-fardoS¢yhdhax nj vy elSimetnitdyliya. gMe qyY g jSyyssnwvtg'r upi
adekuat, ekzistojnyx' ideibexmpo tr kmatt ¥ysti s ket vtet vy kil a
ek uj v aR dhelc igasrelacionev&dhe A‘'nyS.Pra do tvy kemi:

X" GYS) x = x"y GYT) x¢p =
=X G ") xy =
= x"1p GY(SY) xp =
= x"p GY(Sy) a
sepseT 'OT DS.
Pr a, klasa e -far RosSwWm@ ((Se) pevkrunbvaanl eindé& mp ot en

X", NY ty njyjtyn my nyry tregohet qY edhe
L. eSy/A (SyY) pYyrmban i dempoKemii hreguar kYshtu s
SYyYyshty abundant. TVY tregejdmYkupit .gjPYysmykgrtwpi

tregojmy se bahskESY) adoemomdempog Spsmker ap tV
jeefdy idempotenty S¢.Yy Ngfaargdashvyewguam nvV pj e
teoremys, do tVY egdghedéen gij yesmp gtrSe plittyt adeé Kk o atq
e'y=edhef'y=1. NYy kYyto kushte do kemi:

(N -(e) =(ev-14) (o T =ew( Ty-'ed 'fy=
=B (TR gy =Teyt e vty =
=Byt ey Ty o) fe Y =
Loy U T p=eyf p=

=ef
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PraSy Y s ht Y-adékuaa z i
Por idempotente, ft v g y sSgvjagredhptiptrky mbyshy m. Vyrtet:

e f=ey fo=(e Pp=(F &)= Fy &= f ¢

gé konfirmon faktin se gjysmégrufi) éshté adekuat

4.2. Gjysmégrupet adekuaté té tipit A

Njé réndési té veganté né studimin e strukturave algjebrike ka studimi i homomorfizmave

dhe izomorfizmave midis tyre, sepse ata transferojné shumé veti strukturale nga njé
strukturé algjebrike né njé tjietéA. El - Qallali dhe J. B. Fountaimé artikulln e tyre
AQu-aslequat e semigroupso (september 1981)
Ahomomor fizmin e mir +oadekuat Snnéijé gjysyegrogE. gAtau p i kuaz
pérkufizuan gjithashtd k ongr uenctn e mir 0 Sdhetrgguanligg ys mtgr u
veti té kétyrehomomorfizmave né gjysmégrupet kuasiekuateNé [29] ne bémé njé studim

analog pér gjysmégrupet adekuaté, ndérsa né [30] e vazhduam kété ide edhe pér
gjysmégrupet adekuaté té tipit A, klasa e té cilave éshté njé nénklasé e gjyswegrupe
adekuaté dhe po e paragesim kétu mé poshté.

Né kapitullin e dyté ne pamé sgygmégrupi adekua® quhet adekuat i tipit Aatéheré

kurpyr - doamaSedieentpyY r pVYr engh&(S)itde nkpeonie n t

eSN aS= ea¢ dhe Sen Sa= Sa

Pohim 4.2.1.NégoftéseS éshté gjysmégrup adekudipit A dhe p éshté kongruencé e
mirenéS,at ther+x pYr aptd gdgmmatSdpdbdt tf akkar st o]

idempotentec E(§ i t i épl=Yap (@mthepa)
VértetimLe t wpnjevtYidempotent -farySdp. nMe qgg nyyssner g r
Syshty adekuat i tipit A, dmth etidESabundant

ty tifld'S)aghe gA{(S)a.Por, megesmtsye kongruencyY e I
dy relacionet e fundit do tvY rrjedhy:

(fp) G(SI B (ap) dhe (gp) A(S! ) (ap)
ose

(fr) G (ap) dhe (gp) A (ap)

ny ndonjVy Tgpykmy grnumyY ngj ysmy dgaktarlS5/ py tijin gj
Konstatojmy gjifphdaesgpj ansei db ephe.b eVttt enty:

(fo)-(fa =l(f-H 4 =(fp dhe (90)-(m) =l(g bd = @
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Ky shtu t¥ snhiknduaj my:
(fp)=(@p -t A(ap £ fp -s (4.2.1)
(9o =t-(ap A(ap =St @ (422

dhe

ku t,s,t';)s'j any el ement YT. Nga bagzimets(42.1y dhe (@.2.2) rrjedh
menjVy hery:

@) -(fg =(fp A(fpCap € Jp
dhe

@)-(g9 (&8 AP P € W

Shynoe=f-gm@iy Yshty njBS sdempodénim i dy i demp
gjysmygrupytt eSpgfekruaky ty i dempotent kemi:

ep=((f-9) = Cop 4 3¢ W ¥ B =
=(apl Do(- gp(- 20 € BRI DBl ) =
=(ap [(g-Fbheap £ Pl W (- o =
=l(ap( ol [ T @ € (- B =

Kjo pYrfundon edhe wvYrtetimin e kYtij pohi mi

Pohim 4.2.2.NégoftéseS éshté gjysmégrup adekudipit A dhe p éshté kongruencé e
mire néS, atéheré edhe gjysmégrupi fakiBr/ p éshté gjithashtu gjysmégrup adekua

tipit A.

Vértetim: S par.i d o tgjysmégrupefaktorj MY p é&hégj ysmy gr up
abundantL e tVYapjngety el e me n tgjysmégrapi thkiorSi g.a Me qV
glysmégrupSyY shty adekuat i tipit A, dmt h edhe ahb

ecE9 i tidadS)agy Nga ana ptvjsehttwr .k omeggyuSEncy e m
(qy do tVYy thotVy s$— &g ésmimmofmoznmir f kanonii kK mi r
S/pdo tvYy kemi:

(€) G'(S/ ) (ap) ose (ep) €R,,

ku (ep) €cHS p.Pracdo G-kal sy (dhedlkjalIshSyjp hada v

paktyn njy idempdl/eghnshtyyyabondant hotvy se
Nga ana tjetVy  rmpohimddREe phifyt dpada®emeoad e nt
egzistog idempotentie né E(S) té tillé qe¢ec ap, dmthep=8ap. Pr a, bashkyYsia
i dempotentyYyve tVYS/gpgdgpsmygjapivt faktor

35



ES/ ) & ec E)p

KYyshtu qY pVYr -eddhefpyyS/de(rhpepftceE(S)Y do t Y kemi:
o) -(fp =(€j p dhe(ef)p Yy shty i d8/hppsepseefiyts hit vy i d&.mpot ent
Kemi treguar kY Shgvyus hqtyy-adékupsszmy gr u p i

Tani, duke shfrytz8ashtakbdekgatgjysmpgt upi

ep-fp=(Np=(fgp=Tfo-&

gé do té thoté se idempotentét 8& p jané té pérkémbyshém. P&/ p éshtéedhe

gjysmégrup adekuat.
Sy fundi, pyr tvy trexjwarshqy aqde&skmagr upitifpak
tregojmy se gpntS/pdbeepe mentdep nVES mpkenii:e n t

@) » gt B)p €)@ )@l $p (N )IS) (@N) Jp (E5( Np) pa pe

Vyrtet,
xeEp)(S p( al B =
=x=(eg (P AXHL P( b =
=X =(e¥3p A x= gtp

ku t,s €S. Ny kYyto kushte do tvV k emi :

x=(@p)-(tn) =(e) - xH (Pl » =
€ BAC )ebp )& )@ ) » =
€ eespE)et ) ) p =
©pspElet )& )9 =
=xE - Rl )y =
=x€ rd-Bt /19 p

€S » 3 Bl Cle )al $p (4.2.3)

Nga ana tjetyr Kkemi:

xe@E)(a)(3 p = x£ % B )p € kap

pYr nskeaSnj YPor SYymeénqy adequat i tipit A kemi:

Dmth,

easc eaS= e% as eas aS eas !

pYr nsdo$j YAtY hery shkruaj my:

x=@E)(a) (9 &€ pso¢ p(/9p (4.2.4)
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dhe
X=E ) (P9 = exaspX gsp=£ B(' ¥ € )d-/ Bp (4.2.40)

Nga @.24) dhe 4.24 arjedh se:

E)(S prtal B)p O)e el $p (4.25)
S fundi, nga 4.2.3) dhe 4.25), p/ritojmy barazimin:

€S »ta Bl €)e)al $r

NY tYy njyjtyn mynyry tregohet edhe barazi mi

s I

o k o nf i rfaktio $emjysmgrupi faktor(S/ o) Ysht adekuat i tipit A<

Pohim 4.2.3.Le v jety ¢:S — T njé homomorfizEm i mire i gjysmégrupit adekuat
tipit A, S né gjysmégrupinT . Nvse f Ysht njé idempotent né&q, atéheré dot
ekzistoj njé idempotente né S pér té cilin kemiey =f dhe pér m tepr
nyngjysmigrupi Sy i T éshté edhe ai adekudipit A.

Vértetim: Le té jet f njé idempotent n&q. Kjo do ¥ thot se ekziston njé elemeat
né S pér té cilin kemiay = f. Med gjysn¥grupi S éshté adekuattipit A, klasat e
ekujvalengs R; dhe L; pérmbajsi nga njy idempotentt vetym p/rkatsishta” dhea”.
Shvmbyllimet e a* dhe a* sipas homomorfizmity) jary gjithashtu idempotentny
nngjysnygrupin Sy tv T . Vyrtet:

aty-aty=(a-a)p=ay dhe ay-ay=(a - a)y=ay

Nga ana tjetr, meq « Ysht homomorfiz m i miry kemi:

a'G'(Sa=ayvG (May=ayGT")ay
dhe
a'Al(S)a=ayAT)ay=ayAT")ay

ku T'dhe T"jany gjysmygrupe qYTmsYir mbajgnvyy say ygs m¥p
tyre. Ngaa ¢ G(T Yay dhe a™pA(T"MNay nxj errim kYto barazi me:
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